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Exercice 1

Soit (a,),s - une suite de réels strictement positifs telle que la série de terme général — converge.

n

. L " n (
Le but de cet exercice est de prouver que la série de terme général u, = ——  converge également

a+a,+..+a,

et que, de plus,on a: iun < 22—

n=1 n=1 n
1) Etude d'un exemple : pour tout entier naturel # non nul, on pose a, =n(n+1).
g 1 1 1 . (o ‘o (o z 1
a) Vérifier que Rl puis en déduire que la série de terme général —— converge et donner
a, n o n+ a,

sa somme.

b) Pour tout entier naturel non nul, déterminer u, en fonction de n.

¢) Etablir la convergence de la série de terme général u, et donner sa somme, puis en déduire 1I’inégalité
demandée.
2) Etude d'un deuxiéme exemple.
On suppose, dans cette question, que, pour tout entier naturel » non nul,ona: a, =n!.

a) Ecrire une déclaration de fonction Pascal dont l'en-téte est function fact (n : integer) : integer ; et qui
renvoie n ! a l'appel de fact (n).

b) Ecrire le corps principal d'un programme Pascal, utilisant cette fonction, et permettant de calculer et
d'afficher la valeur de u, lorsque la valeur de n est entrée au clavier par l'utilisateur.
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fer ‘o PR |
c) Etablir la convergence de la série de terme général — .
an

d) Montrer que, pour tout entier naturel # non nul,ona: u, < ( 1)‘ .
n-1)!
+00 +00 1
. . s sz '
e) En déduire que la série de terme général u, converge et que I'on a : Zun <2 Z— .

n=1 n=1 n

On revient au cas général.

3) Montrer, grace a I’inégalité de Cauchy-Schwarz, que :

2
VreEl*, 142+ ..+n)’<(a+a+ ...+an)(i+i+...+n—)
aq a a
4) a) Utiliser le résultat précédent pour établir que :
nop2
vnen s, — 2l g L1 3k
a+a, +..+a, n?>  (n+1)? = a

. . v 2n+l1 Yo
b) En déduire, par sommation, que : VN €[] *, Z— < 42— .
~a+a+..+a, = a

. ‘e (s 2n+1 DT [ (
¢) Montrer enfin que la série de terme général —————— converge puis établir le résultat demandé.

aq +a,+...+a,

Exercice 2

Dans tout l'exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2. On désigne par E un espace vectoriel
de dimension # et on rappelle qu'un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel de E de dimension n—1.
Pour finir, on désigne par /d I’endomorphisme identité de E.

1) Etude d'un premier exemple (n=3 et E=[13).
On considere, dans cette question seulement, I'endomorphisme f de [13 dont la matrice dans la base

01 2
canoniqueest M=|0 0 3 |.Montrer que Imf est un hyperplan de []3 et qu'il est stable par f.
0 0O

2) Etude d'un deuxiéme exemple (n=3etE=1[3).
On consideére, dans cette question seulement, 1'endomorphisme f de [J3dont la matrice dans la base

211
canoniqueest M=|1 2 1
1 1 2

a) Déterminer les valeurs propres de f.
b) Montrer que Ker (f—1d) est un hyperplan de [1 3 et qu'il est stable par f.

On suppose dans la suite que E est un espace euclidien de dimension z et on note B = (ey, e», ..., €,) une base
orthonormale de E.
Le produit scalaire des vecteurs x et y de E est noté <x , y> et la norme de x est notée Il x II.

On considere un endomorphisme f de E qui posséde au moins une valeur propre A réelle et on se propose de
démontrer qu’il existe un hyperplan de E stable par f.

3) Onnote f* lI'endomorphisme de E dont la matrice dans la base B est la transposée de la matrice de f dans
la base 3.
a) Vérifierquel'ona: Y(x,y)EEXE, <f(x),y> = <x,f*(y)> .
b) Etablir que f* est I'unique endomorphisme de E vérifiant :
V(x,)EEXE, (f(x).y) = (x,f*(»)
4) a) Montrer que A est valeur propre de f*.
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b) On considere un vecteur propre u de f* associé a la valeur propre A.
Montrer que ( vect (1) )+ est un hyperplan de E et qu’il est stable par f.

Exercice 3
1 sixs-loux=1
1) On considere la fonction f définie sur [J par : f(x) = ¢ 2x2 .

0 sinon

Montrer que f peut étre considérée comme une densité.
Dans la suite, on consideére une suite (X;) .o - de variables aléatoires, toutes définies sur le méme espace

probabilisé (€2, 4, P), mutuellement indépendantes et admettant toutes f comme densité.
. S
De plus, pour tout entier naturel n non nul, on pose S, = Sup(Xi, X, ..., X,) et ¥, = —= . On admet que S, et
n

Y, sont des variables aléatoires a densité définies, elles aussi, sur (L2, 4, P).

2) Déterminer la fonction de répartition, notée F, commune aux variables aléatoires X;.
3) On note G, la fonction de répartition de la variable aléatoire Y,. Déterminer explicitement G, (x) en

fonction de n et x.

. 1
4) a) Montrer que, pour tout réel x négatif ou nul, on a G,(x) < ? .

b) Justifier que, pour tout réel x strictement positif, il existe un entier naturel n, non nul, tel que, pour tout

. (. PETIN 1
entier n supérieur ou égal a np,onax > —.
n

En déduire que : Vx> 0,3n, €L *, Vn = ny, G,(x) = (1 —%j .
nx

5) a) Déterminer, pour tout réel x, la limite de G,(x) lorsque n tend vers +%. On note G(x) cette limite.
b) Montrer que la fonction G ainsi définie est la fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité.
¢) En déduire que la suite (Y,),.; converge en loi vers une variable aléatoire Y dont la fonction de
répartition est G.

6) Vérifier que la variable aléatoire v suit une loi exponentielle dont on précisera le parametre.

Probléme

On considere deux variables aléatoires X et Y définies sur un espace probabilisé (£, 4, P), indépendantes, et
suivant toutes les deux la loi de Poisson de parametre A, ou A désigne un réel strictement positif. On se
propose de déterminer un équivalent de la probabilité P(X = Y) lorsque A est au voisinage de +oo .

Partie 1
/2
Pour tout entier naturel », on pose u, = I . (sint)"dt .

1) a) Calculer u, et u;.
b) Montrer que la suite (u,) est décroissante.
c) Etablir que : Vn€l , u,>0. En déduire que la suite (u,) est convergente.
2) a) Montrer, grice a une intégration par parties, que : Yn€[l , (n + 2) Upir = (n + 1) U,.
b) En déduire que : Vn&ll , uy, = ﬂxz.
2rxnh? 2

¢) Montrer que : Vn€El (n+1) Upil Uy = g .
d) En déduire la valeur de u,,,;.
3) a) Calculer lim 22

n—+x un
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b) En déduire, en utilisant les variations de (u,), que : lim -l -,

n—+0 un
. T
c) Montrer enfinque 'ona: u, ~ ,|— .
+o \ 2n

Partie 2

e—tx

N 1-12

Dans la suite de cette partie, x désigne un réel strictement positif.

dt .

, 1
1) Etablir, pour tout réel x, la convergence de l'intégrale I (x) = l I :
-

e—tx
1-12

o o 11
2) a) Montrer qu’il existe une constante M, indépendante de x, telle que : 0 < —J.O dt=M .
T

<l+u.

b) Montrer que : VuE{O,l} , 1=
2 l1-u

400 +©
3) a) En se référant a une loi normale, donner les valeurs de J.o e ’dt et J.o t2edt .

1 p—1X
b) Utiliser le changement de variable u = ./t x pour montrer que : I ¢ dr~ \/E .
X

0 \/7 +00
¢) Montrer de la méme fagon que : _[ 01 et dt ~ Jn

+00 2x\/; '

4) a) Montrer, grace au changement de variable u =1+1¢,que :

0 e er ¢l e—ux
——dt=—=| ————d
.[_1 [1-s2 ! \/E.[o ,u(l—;) u

X

b) Utiliser le résultat de la question 2b) pour en déduire que : I (x) ~ —
+o 21X
Partie 3

1) Exprimer comme somme d'une série la probabilité P(X =Y).

2) a) On désigne par ¢ un réel de [—1, 1} et par x un réel strictement positif.
Montrer que, pour tout z compris entre 0 et —tx,ona: e* < e*. Ecrire ensuite I'inégalité de Taylor-Lagrange

al'ordre 2n pour la fonction u > e* entre O et —tx.

1tk
b) Montrer que : VkEL[ , IO Wdt =u.
. . n x2k 2x2n+1 e
¢) Déduire des deux questions précédentes que : | /(x) — Z < Uppyl -
o (kH22% 1 (2 +1)!
v +0 2k
d) Montrer enfin que : Vx>0, I(x) = _—
) q ) % IO
3) Etablir que : P(X =Y) ~ L
A=+ D T
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EDHEC 2013 Option S

Corrigé

Exercice 1
. 1 1 n+l-n 1 1
1) a) Pour tout entier naturel » nonnul, ona: —— = = =
n n+l n(n+1) n(n+1) a,
On en déduit : Vne N*, Z—=z L. (l—Lj L
k=1 A, k=1k(k+1) k= k k+1 n+1

: 1 > o 1
Comme lim (1 ——1) =1, la série de terme général — converge et sa somme vaut 1.
n—>+0 n + a

n

b)Ona: u, =~ T n(n+)(2n+1) nan+l)

Ya, Z(k2+k) zk2+zk 6 +5

k=1 k=1

Onadonc: y = 6 = 6 = 6 .
" (n+D)@2n+D)+3(m+1)  (n+D)(@n+D)+3)  (n+1)(2n+4)

Conclusion :

yo—— 3
" (n+D)(n+2)

¢) Pour tout entier naturel » non nul, on a:

n

v
ot = 3;(k+1)(k+2) Z(m‘m) (Zkﬂ k1k+2j

Apres simplification ("télescopage"), on trouve : ZMk = 3( ! ! )
k=1 2 n+2

M=

Comme lim =0, la série de terme général u, converge et sa somme vaut

no>+o 4 oo p 43

% . Comme % <2, on vérifie bien que :

+o0 <> Gl |
u, <
; ’ é a,
2) a) Version itérative :
function fact (n : integer) : integer ;
var k, aux : integer ;
begin
aux :=1;
fork:=1tondoaux :=aux *k;
fact : = aux ;
end ;

Version récursive :



function fact (n : integer) : integer ;

begin

if n =0 then fact : = 1 else fact : = n*fact(n- 1) ;
end ;

b) Program Edhec2013 ;
var n,k, S:integer ;
u:real ;

function fact (n : integer) : integer ;

begin ifn=0 then fact:=1 else fact:=n*fact(n—1);end;
Begin
ReadIn(n) ; S:=0;
Fork:=1tondo S:=S +fact(k) ;
u:=n/S;
Writeln(u) ;
End.

¢) D'aprés le cours sur la série exponentielle (qui converge), la série de terme général —
a

n

converge.

n n

n .

= <— (on a minoré la somme par son plus grand terme).
n n n '

da, D k!

k=1 k=1

En simplifiant par » non nul, on en déduit :

d) D'autre part : u, =

VneN’, u, < !
(n—1)!

e) La série de terme général

. converge (série exponentielle) donc, grace au critére

de comparaison pour les séries a termes positifs, la série de terme général u, converge et sa

somme vérifie : D u, <Y =t Apres changement d’indice, on obtient : » u, < it
n=1 n=1 (N—1): n=1 k=0 K

+00

+o0
Onadonc: Y u,<e.

n=1

Par ailleurs, on a : zi=zl=zl—1=e—l donc 2Zi=2e—2.
n=1 ay, n=1 I’l' n=0 7’1' n=1 Cln

Comme e est supérieur a 2, on a e <2e—2 et on trouve bien :

+

Su, <23 -
1

n= n=1 Cln




3) Considérons I’espace euclidien R” (n > 1) muni de son produit scalaire canonique, défini

par < > ny L’inégalité¢ de Cauchy-Schwarz s’écrit : <x y>2< || X ||2 || y ||2
On I’applique avec x = (\/_, \/_, .. \/_) ety=(—

e s r r
= a e ol

On a alors <x,y>2=(1 +2+ ... +n)?

On peut conclure :

2
VneN . (1+2+ .. +n)’<(a+at..+a)(—+tr +7
a.  a a,
4) a) Onsaitque 1 +2+ ... +n= n(nT-l-l) L>égalité précédente s’écrit donc :
2 2 2
PO cmrmtta) (e )
4 a, a, a,

.. aox . . .. n? (n+1)>
En divisant des deux cotés par ( a; + a, + ... + a,) qui est strictement positif et par i+l

qui est également strictement positif, on obtient :
1 4 L k2
< > = . En multipliant par (2n+1)>0 de chaque c6té, on trouve :
a,+a,+..+a, n*(n+l)* i5aq,

2n+1 <4 2n+l Gk
a+a,+..+a, P+ Sa,
11 suffit alors de remarquer que 11 2n+l d’ou I’on tire :

n? (n+1)? n*(n+1)?

Vne N, 2n+1 S4(L—

a,+a,+..+a, n? (n+l)2 klak

b) Sommons I’inégalité précédente pour n allant delaN(avecN>1):

z 2n+l 342(%_ )Z

o a,+a,+..+a, = n* (n+1)? klak
2n+1 1
Ceci s’écrit : Z ZZ—(—— )
a4 ta, +..+a, maa, nt (n+l)?

En intervertissant les deux sommes du membre de droite, on trouve :

i 2n+1 zzk2(L_ 1 )
o a,+a,+..+a, ok a, n* (n+1)?

On arrange, toujours dans le membre de droite :

N

2n+1 Lk 1 1
=4 z_z(_z_ 2
o a ta,+..+a aa, —x n (n+l)



La somme intérieure se simplifie et il reste :

ul 2n+1 Y, k2 1
> <43 )
o ata,+..ta, k> (N+1)
En développant, on trouve :
N 2n+1 ﬁ:i 4 ﬁ:k_z
oA ta, +..+a, o a, (N+1)2 o a,
4 N 2
Comme z , On peut encore majorer et obtenir :
+1)2 1ak
N N
=l apta, +...+a, k=1 a4,

¢) Comme la série de terme général — converge et est une série a termes positifs, on a :
a

n

1 1

M=

k=1 Clk =1 4y
2n+1

En notant Sy la somme partielle d’ordre N de la série de terme général ,
a +a,+..+a,

obtient alors, grace a la question 4b) : Sy < Zi

k=1 4y,
La suite (Sy) est alors majorée et, comme elle est croissante (en effet, on a immédiatement

Sye1 — Sy = 2N+l
a,+a,+..+a,

> 0), on en déduit qu’elle converge, ce qui signifie exactement

que :

(. . 2n+1
La série de terme général converge

a +a,+..+a,

2n 2n+l1 o . (e
De plus, < donc, par critére de comparaison (séries a termes

a+a,+..+a, a+a,+..+a,

positifs), la série de terme général converge également.

a1+a2+...+an

u 2n 2n+1

Onaalors: Y < Z <4 Z— (la derniére inégalité provenant
n=1 Cl1+612+...+a =1 al+a2+ +a k=1 dy,

de la question 4b). En passant a la 11m1te dans cette inégalité (les séries convergent), on a :

+00 2 n +00 1

) <4 —

n=1 Cl1+612 +...+Cln k=1 Ay,

En divisant par 2, on obtient le résultat demandé :

+00

n <22_

n=1 al+a2+...+a k=1 Ay,




Exercice 2

1) Par lecture de la matrice M, on a : Imf= vect( (1, 0, 0), (2, 3, 0) ). Les vecteurs (1, 0, 0) et
(2, 3, 0) ne sont pas proportionnels donc la famille ( (1, 0, 0), (2, 3, 0) ) est libre et c'est, ainsi,
une base de Imf. Ceci prouve que Imf'est de dimension 2 donc Imfest un hyperplan de R?.
Pour tout vecteur y de Im /', on sait, par définition de Im /', que: f()) €Im f (ceci étant
vrai méme si y n’appartient pas a Im f).

Conclusion :

‘ Imf'est un hyperplan de E stable par ‘

2) a) Procédons a une recherche classique.

2—-A 1 1
M—Al= 1 2—-A 1
1 1 2—A
1< L3
1 1 2—A
1 2—A 1
2—A 1 1

L3 L;—2—-ML|

Les valeurs propres de M (et de ) sont les réels A qui rendent M — Al non inversible, ce sont
donc les solutions de 1'une des équations —A?+5L—4 =0 et 1-A = 0, ce qui donne deux
valeurs propres :

| M=leth, =4

b) Recherche de Ker (f~1d).
x

Soit X=| y | un vecteur propre de M pour la valeur propre A; = 1.
z

On résout le systéme (M— 1) X =0, ce qui se réduita x+y+z=0.



On en déduit que :

-y-z -y -z -1 -1
X= y =y |+] 0=yl 1]|+2z 0
z 0 z 0 1

Ceci prouve que : Ker(f—1d ) =vect( (-1, 1,0), (-1,0, 1)).

La famille ( (-1, 1, 0), (-1, 0, 1) ) est libre car constituée de deux vecteurs non proportionnels
donc c'est une base de Ker( f—1d ). Par conséquent, Ker( f—Id ) est de dimension 2 et c'est un
hyperplan de R?.

Soit x un vecteur quelconque de Ker (f—1d). Par définition de Ker (f—1d), on a f(x) = x. Par
conséquent, f(x) appartient a Ker( /—1d) puisque f(x) est égal a x et x appartient a Ker( f—1d ).
Conclusion :

| Ker(f—1d) est un hyperplan de R* stable par f |

Dans toute la suite, on désigne par M la matrice de f dans la base B

3) a) D'apres le cours, comme @ est orthonormale, on a :

(f(@).y) =" MOYet (x.f(») =" X(MY)

ou X et Y sont les matrices colonnes des coordonnées de x et y dans la base B, M désignant la
matrice de f'dans cette base et ‘M celle de f~. On a alors, par propriété de la transposition :

(f(0),y) =(X'M)Y="X("MY)=(x,["()
Conclusion :

V(x,p) e EXE, (f(x),y) = (x./"(»)

b) Supposons qu'il existe un autre endomorphisme g de E tel que :
V(x,y)e ExE, (f(x),y) = (x,2()
Comme (f(x),») = (x,f*(»)), on obtient : V(x,y)e ExE,(x, g(»)) = (x, f*(»)). Ceci
s'écrit encore (par linéarité a droite du produit scalaire) : <x, g)—f7( y)> =0.
Cette égalité étant vraie pour tout x de E, elle est vraie pour x = g(y)— f™(»), ce qui donne :
vyeE, g -] =0
On obtient alors : Vye E, g(y)— f"(»)=0.
On a donc , pour tout yde £, g(¥)= f"(y), ce qui permet de conclure que : g= f~.

f* est le seul endomorphisme de E vérifiant : V(x,y)e ExXE, <f(x),y> = <x,f*(y)>

4) a) En notant toujours M la matrice de f'dans la base B, comme A est valeur propre de M, la
matrice M—A [ n'est pas inversible. La transposée de cette matrice n'est donc pas inversible
non plus, ce qui prouve, par linéarité de la transposition, que ‘M —A’[ n'est pas inversible et
finalement que ‘M —\[I n'est pas inversible (puisque '/ =1).

Ceci montre que A est valeur propre de ‘M donc de f™.



b) On sait que, pour tout sous-espace F' de E, on a : dim F'= dim E — dim F*. Dans le cas
présent, comme dim vect () = 1, on a dim (vect(u))* = n—1, ce qui prouve que (vect(u))*
est un hyperplan de E.

Considérons un vecteur v élément de (vect(x))* et montrons que f(v) est également élément

de (vect(u))*, c'est-a-dire que : < f(), u> =0.
(f(v), u> = <v,f* (u)> = (v,?»u> = X(v,u>. Comme v appartient a (vect(«))*, on en déduit
que <v,u> =0, ce qui montre que (f(v), u> =0.

Conclusion :

| (vect(u))* est un hyperplan de E stable par f |

Exercice 3

1) e Les restrictions de la fonction f aux intervalles | —o, —1] et [1, +oo [ sont bien définies et
positives (car x> est strictement positif sur ces intervalles) et la restriction de fa ]—1, 1] est
positive sur |—1, 1] puisqu’elle y coincide avec la fonction nulle.

e Les restrictions de la fonction f'aux intervalles |—oo, —1] et [1, +oo[ sont continues comme
fonctions rationnelles et la restriction de fa ] —1, 1[ est continue sur | —1, 1[ en tant que
fonction constante (nulle). La fonction fest donc continue sur R sauf peut-étre en —1 et en 1.

Remarque. En ce qui concerne la continuité, on peut se permettre d’écrire que f est continue
sur |—oo, —1[ et sur ]1, +oo[ a condition d’ouvrir les crochets en —1 et en 1 (sinon, ¢a voudrait
dire que fest continue en —1 et en 1, ce qui n’est pas le cas).

. 141 . s . .
e Pour tout réel 4 > 1, I’intégrale _[ 1 Fdx est bien définie (fonction continue) et on a :
X

4 g L[]
J rwas = [ Shrar = ] = 2a-

Comme lim 1. 0, alors I’intégrale J " de converge et vaut l
o 2x? 2

A+ A
De plus, la fonction (x |—>L2) est paire donc 'intégrale j_l 2—12dx converge également et
X e 2x

1 -1 1
vaut — : on a donc X)dx = —.
: [ fed =2

Pour finir, I _11 f(x)dx =0 puisque fest nulle sur |1, 1[.

Par définition de la convergence d’une intégrale deux fois impropre, I’intégrale I _M f(x)dx

converge et vaut 1.
Les trois points précédents prouvent que :

‘ fpeut étre considérée comme une fonction densité de probabilité ‘

2) Par définition,ona: Vx € R, F(x) = J‘_; f(@)dr.

e Pour tout x élément de |0, —1], F(x) = _[ %dt .

X
—0o0



VA <x, _[ —L+L Comme lim l—O ona:
A22 2x 24 A-vo 4

Vx € J-oo, —1], F(x) = L
2x

e Pour tout x élément de |1, 1[, F(x) = _[_ zidt j Odt =

Vx e -1, 1, F(x) =

N | =

e Pour tout x élément de |1, +oo[, F(x) = _[ —dt +_[ Odrt +I —dt

1 1.1 1
Fx)==+0+—(1—-—).=1—-—.
=5 ;) 2x

Vxe[l, oo, F(x)=1- 1
2x

3) Comme Y, =

2 <x)= (S, <nx).

De plus, S, = Sup(X}, Xa, ..., Xy),onadonc: Vxe R, (S, < nx) = ﬂ (X, <nx).

En prenant les probabilités et par indépendance mutuelle des Varlables X, , on obtient :
VxeR, G,(x)= HP(Xk nx) =( F(nx))"

Il faut maintenant distinguer trois cas : nx <—1, —1<nx <1 et nx>1. En revenant a x, on a

. -1 -1 1 1 )
lestroiscas : x<—, — <x<— et x>—. On obtient alors :
n o n n n

o Vxe } oo, —l}, Gx) = (——— )
2nx

4) a) Pour tout réel x négatif ou nul, on a, par croissance de G, (car G, est une fonction de

répartition) : G,(x) < G,(0). Comme Gn(0)=(% )", on obtient :

Vx <0, G,,(x)s(%)”




, . . . 1 .
b) Pour tout réel x strictement positif, afin avoir x >—, comme tout est strictement
My

s .. . 1
positif, il suffit de choisir un entier naturel n, tel que n, >—.
X

.. P . .\ 1 . 1
On peut choisir ny égal a la partie entiere de —+1, ce qui donne ny < —+1 < ny+1 et
X X

S . o 1 Y 1
I’inégalité de droite fournit bien n, >—, c’est-a-dire x >—.
X n,

.y : . 1 11
A fortiori, pour tout entier naturel » supérieur ou égal a np,ona : x> — > —.

n, n
D’aprés la question 3), on obtient :

Vx>0, 3ny € N, Vi > no, Ga(x) = (1 — ——)"
2nx

5) a) Une fonction de répartition étant positive, on a, d’apres la question 4a) :

Vx<0,0<Gyx) < (% )" . Par encadrement, on obtient :

Vx <0, lim Gu(x)=0

D’apreés la question 4b) : Vx > 0, Iny € N*, Vn > ny, Gu(x) = (1 _ZL ).
nx

On en déduit In(G,(x)) = n In(1 —L) et, grace a I’équivalent In(1 +u) ~ u (avec u = b
2nx 0 2nx

qui tend bien vers 0) on en déduit :

INGy(x) ~ —nx—-
n—+m 2nx

Ceci montre que lim In(G,(x)) = _ZL et, par continuité de la fonction exponentielle en —2L ,
n—>+c0 X X

on en tire :

_1
Vx>0, lim Gy(x)= e 2

1, .
-— >0
La fonction G, limite de G, est donc définie par : G(x) = exp( 2x) . .

0 si x<0

b) On vérifie les 5 points garantissant que G est une fonction de répartition d’une variable
a densité.
e Comme G est nulle sur ]—o, 0], on a bien lim G(x) = 0.

1
e lim G(x)= lim e 2 =1 (puisque lim — L 0).

X—>+00 X—>+0 2x



e (G est continue sur R.
En effet, elle I’est sur ] —o0, 0 en tant que fonction constante, et elle 1’est sur ] 0, +oo[ en tant

que composée bien définie de fonctions continues.
1

De plus, en 0, ona: lim G(x) =0= G(0) et lim G(x) = lim e 2* =0 (car lim — 1 - —0).
x—0" x—0* x—>0* x—>0" 2x
e G est de classe C ' sur R sauf peut-étre en 0 (sa restriction a ]-o0, O[ est une fonction
constante (nulle), et sa restriction a 0, +oo[ est la composée bien définie de fonctions de classe
ch.
L
e Pour tout x positif, G'(x) = Py e 2x > (. La fonction G est donc croissante sur |0, +oo [, a
X

valeurs dans |0, 1[ et comme G est nulle sur |—o0, 0], G est bien croissante (au sens large) sur
R . En effet, on a le tableau de variation suivant :

X —o0 0 +o0
1
G, (x) /
0O —— 0
Conclusion :

| La fonction G est une fonction de répartition d’une variable a densité |

¢) Les résultats des deux questions précédentes prouvent que la suite (Y,) converge en loi
vers une variable aléatoire ¥ dont la fonction de répartition est G.

6) Comme ¥(Q) = R*, ona %(Q) - R,
Comme |’énoncé assure que % est une variable aléatoire, en notant H la fonction de
répartition de %, ona: Vx<0, H(x)=0. (1)

De plus,ona: Vx>0, H(x) = P(lﬁx) = P(Y21)= l—P(YSl)= l—G(l).
Y X X X

La deuxieme égalité est justifiée par le fait que x est strictement positif et que 7 prend des
valeurs strictement positives.

En remplacant grace a la question 5a), on obtient : Vx >0, H(x) = 1— e 2. 2)
Grace a (1) et (2), on conclut :

%suit la loi exponentielle de parametre %

10



Probléme
Partie 1

n/2 T
1) a) u0=j0 1dr=§.

U = J‘OE/Z sintdt = [—cost]g/2 =1.

2, 2o,
b) u,,, —u,=[" (sinty*'de — [ (sinrydr.

SR Ve . . /2 . .
Par linéarité de l'intégration, on obtient : u,,, —u, = IO (sin¢)"(sint—1)dt .

Comme sint¢ est positif sur [0, 7/2] et comme sinz—1 est négatif, on a, les bornes de
l'intégrale étant dans l'ordre croissant : u, , —u, <0.

La suite (u,) est décroissante

n/2 ., . . . ..
¢)Ona: VneN, uy, = I . (sint)"dt . Comme la fonction sinus est continue, positive et

S (T . . e e, v
non identiquement nulle (sin (Ej =1), le théoreme de stricte positivité de l'intégrale assure

que :

| VneN,u,>0 |

2) a) Dans l'intégrale définissant u__,, on pose : u(t) = (sint)""' et v'(t) =sint.

n+2°

On peut alors choisir v(f)=—cost et on a : u'(t)=(n+1)(sint)" cost. Les fonctions u et v
étant de classe C' sur [0, w/2], l'intégration par parties est licite et on trouve :

— 3 n+l /2 1 n/2 2 3 nd — 1 m/2 2 : nd
u,,, —[—cosr(smr) ]0 +(n+ )IO cos’t(sint)"dt = (n+ )IO cos’*t(sint)" dt .

(le crochet est nul car cosg =0et (sin0)"' =0, puisque n+1>1)

Grace a la relation la plus connue de la trigonométrie, on obtient :
Uy = (D[ (1= sin’r)sin ) dr
En développant dans l'intégrale et, toujours par linéarité, on obtient :
u.,=(n+ 1)( [ sineyar- [ (sint)"*zdt) =(n+1D)u, —u,,,)=n+Du —(n+1u

n+2 *

On trouve finalement :

| YneN,(n+2) um=m+Du, |

b) Procédons par récurrence.

!
e Pour n=0, &x T_I gt U, = T (d'aprés la premicre question).
2°x0Nn? 2 2 2
!
On adonc : u, =ﬂxﬁ.
2°%x0N? 2

11



(2n)!

—xE, alors, d'apres la
(2" x n!)?

e Si l'on suppose que, pour un certain » de N, on a up, =

question 2a), on trouve :
2n+1u :2n+lx (2n)! L 1 o 2n+1)!

2n+2 " 2n+2 2"xn!)?* 2 2(n+1) (2"xn!)?

haut et bas par (2n+2), on obtient :

2n+2 y 2n+1)! L (2n+2)! LI

2n+D2n+2) 2"xn!)? 2 (2" xn+D)? 2

T .
U(nrl) = Upt2 = XE. En multipliant

Up+2 =

On a bien montré par récurrence que :

(2n)! T

VneN, u,=—"—
2"xn!)? 2

¢) En multipliant par u __, les deux membres de I'égalité trouvée a la question 2a), on a :

n+l

VneN, (n+2)upo iy = M+ 1)ty Uy

cect donne : v, =v . La suite (v,) est donc constante, de

n+l

Si l'on pose v, =(n+D)u,u

n+l >

. B T : S VneN.v =T
premier terme v, = u, = ce qui prouve que : VneN, v, =

En d'autres termes :

VneN, (n+1) th ty = g
d) D'apres la relation précédente, en remplagant n par 2n, on a : uy,+ = S L —
22n+1u,,
Avec le résultat de la question 2b), on obtient : #y,+] = T
2n)! =
22n+1)—"—x—
2"xn!)* 2
Ceci se simplifie et donne :
(2" xn!)?
u2n+1 =T
2n+1)!
3) a) D'apres la question 2a), ona : lim e R T L 1.
n—>+o0 u, n—+o g 4 2

b) Comme la suite (u,) est décroissante, on a : u, ., <u ,<u, . En divisant les trois

membres de cette double inégalité par u, qui est strictement positif, on obtient :

u u . u
—2 <l <1, Comme lim —2 =1, on a, par encadrement :
u u n—>+w0 u
n n n
. u
lim = =1
n—>+© un

12



¢) Le résultat de la question 2c) peut s'écrire : w4 u, =

s . .
. D'apres la question
2(n+1)
précédente, on sait que : u,,, ~ u, . En prenant un équivalent de chaque co6té, on obtient :
+0

T . . . T
unz ~ —_.En prenant la racine carrée, on obtient : | u, | ~ .
+ 2n w0\ 2
u T
" +00 2n

Comme u, est positif, on a bien :
1) Etablissons tout d'abord la convergence de l'intégrale 1 _[ 01 T
T —t

Partie 2

dr.

—1x

e
N1-12

La fonction ¢ —

est continue sur [0, 1] et, comme lime™ =e™, ona:
t—>1

e’ e 1
—_— ~ _X—
Ji—r =or 2 1=t

dt converge (intégrale de Riemann de parameétre %<1), le

11
Comme ['intégrale

v[O [l_t
critere d'équivalence pour les intégrales de fonctions continues et positives assure que

—1x

l'intégrale lJ‘Ol

T dt converge également.
T —t

dr.

Z . . . , 1 0 —tx
Etablissons maintenant la convergence de l'intégrale — _[ ¢

LAV B

e—f}C . .
N est continue sur |-1, 0] et, comme lim e =¢*, ona:
1 —t t—>-1
e e 1

~ X
Vi o120 T+

Comme l'intégrale J‘Ol %dt converge (intégrale de Riemann de parametre %<1), le
- +1

La fonction ¢ —

critere d'équivalence pour les intégrales de fonctions continues et positives assure que

—ix

l'intégrale 1 I ’ dt converge également.

1=

Par définition de la convergence d'une intégrale deux fois impropre, on peut dire que :

—ix

L'intégrale 1 I 1 dt converge

e
1=

2) a) Comme x est positif, on a, pour tout  de [0,1] : 0 <e™* <1.

—1x
On en déduit, pour tout 7 de [0,1] : 0 < ¢ < (car \/1—1* est strictement positif).

Vi—2 1=

13



. 1oe™ | . N
Les intégrales | ————dt et | ———d convergent (la deuxieme est un cas particulier de
J.O [1 _ tZ J.O [1 _ tz
la premiere avec x=0) d’apres la question précédente, et en intégrant bornes dans I'ordre
croissant, on obtient :

11 e 1
0<— dr <—
IO V1-¢? W

Ceci prouve que :

1 1 —1x i
— I ¢ dt est bornée

0 /1_t2

b) Pour tout u de {O,%} ,ona: %S 1—u <1. Par décroissance de la fonction ¢ on

1
\/; 5

obtient : 2>

>1. On a donc, en particulier : 1<
\/_

J_

. 1 ) )
Par ailleurs, pour comparer 1+u et ———, on va comparer leurs carrés en faisant leur
1-u

_—u(u+u-1)

différence : (1+u)2 - I

" . Le trindme entre parenthéses est une fonction
—u —u

. 1 1 . . o
croissante sur {0,—} et prend ses valeurs entre —1 et e ce qui prouve qu'il est négatif, et

..o —uWrtu-1 1 . . .
ainsi : % >0.On adonc : (1 + u)2 > i et, par croissance de la fonction racine
—u -u

carrée,onabien: 1+u >

J_

Conclusion :

1 1
Yue|l0,—]|, 1< <l+u
{ 2} N

3) a) D'apres le cours sur la loi normale N(0, ) on sait que : j_

déduit: [ e dr=+/n.

Par parité de la fonction intégrée, on a donc :

0 2

rwe"z dt = Jr

s , . . . . 1
En se référant au moment d'ordre 2 d'une variable aléatoire Z suivant la loi normale N(0, ) ),

1 oo
t2e dt = t2e " dt.

et
Jn

Comme E(Z2) =V (Z)+(E(Z))? —+0—;,on en déduit : _[j:tze"z dt:T.

ona: E(Z?) = j

14



Toujours par parité de la fonction intégrée, on obtient :

[“rera =

0 4

b) En posant u =\/t_x, ce changement de variable étant bien de classe C' sur ]O, 1],

edu.

Ju/—e” 2u

bijectif de [0,1] sur [O,\/;:| ,

=2

D'aprés la question précédente, ona : lim _[ e du= TR , ce qui prouve que :

X—>+0

J-l e’ i
0 \/; +o0 X
c) Toujours avec le méme changement de variable, on trouve :

_[ ‘“‘\/—dt—j v u 2” \/_J. e du.

D'aprés la question 3a), ona lim I t2e dt = Tn, ce qui prouve que :

X—>+00

J. _[X\/_dl‘ +ch3 2;/\;_

4) a) On fait le changement de variable u =1+¢, qui est de classe C' sur [—1, 0] , bijectif de

e(l U)X ex 1 e
[-1,0] sur [0.,1], et on trouve : j \/_ —J \/m ﬁ.‘.o mdu
2

Conclusion :

0 e—fx d zi 1 e—ux d
Loz o™

b) Pour tout u de [0.1], ona % élément de [0,1], et d'aprés la question 2b) :
1
1—
—ux 1/[ e !x

En multipliant par positif, on obtient : —)—
T N

(1« )du

EnintégrantdeOél,ona:.[Oli/_;d“S.[o\/u(T I \/_

En développant dans I'intégrale de droite on trouve :
o Judu ()

Ile” <, i
u(l—4

1<

<I+%

o=

15



D'aprés la question 3b), on a : J'Ol i/_f u \/: et — I \/_du ~ 1 \/_
u o VX o 4x

.. . fn
En divisant I'encadrement (*) ci-dessus par ,/|—>0,ona:
X

Ile_l”d” IW IJ_ j v Ju du
S f °l;

le—ux
d —ll)C
Jo e N 4xr

Comme lim =1let lim — ) = lim — =0, on obtient par

X—>+0 T X—>+0 T X—>+0 T X—>+00 8x
\ x x X
1 e—ux
. Ju(l—%
encadrement : lim 2 =

X—>+00 ’TE
X

" . . e T
Par définition, ceci veut dire que I ——du ~ ,|—.
0 ’L[ (1 _ ﬂ) +o \ x
2

Comme I

du , on a finalement :

_ﬁ 1 e—ux
B et e

1o e™
2 dr ~
ﬁ'[‘l V1-72 t «/27tx

. s ¢t e™ 1o e™
Pour finir, par définition de /(x),ona: I(x)= - IO N dt + - _[ e dt
La premicre intégrale est bornée d'apres la question 2a) et la deuxieme tend vers +co lorsque
x tend vers +oo (d'aprés le dernier résultat encadré et grace aux croissances comparées).
Par conséquent, la premiére intégrale est négligeable devant la deuxiéme au voisinage de +o

—tx
eton en conclut: /(x) ~ — _[ dt

+o0 T /1 t2

Par transitivité de 1'équivalence, on obtient :

ex

» 21X

1(x)~

Partie 3

1) Avec le systéme complet d'événements (X =k) la formule des probabilités totales

keN >

s'écrit : P(X=Y)=+Z®:P([X=Y]m[X=k])=§P([Y=k]m[X=k]).

16



Par indépendance de X et ¥, on obtient : P(X =Y) = iP( X=k)P(Y=k).
k=0

En remplacant la valeur des probabilités, on a :

2k

P(X=Y)=e? 3
( ) k=0 (k!)2

2) a) Comme ¢ est élément de [—1, 1] , deux cas se présentent :

e Soit <0 etona 0<u<—-rx<x (laderniere inégalité provient de —r <1 et x>0).

e Soit >0 etona —x <—fx <u <0 (la premicre inégalité provientde —t >—1 et x>0).
Finalement : pour tout # entre 0 et —fx,ona: —x<u<x.

Comme la fonction exponentielle est croissante sur R, on en déduit :

e Le*

En notant 4 la fonction u+>e*, on a : h®"V(u)=e" et |h(2"+‘)(u)|:e”. D’aprés ce qui
précede, on obtient : | hCem D () | <e*.

L'inégalité de Taylor-Lagrange, a 1'ordre 2n, appliquée a la fonction A, entre 0 et —¢x s'écrit
alors :

2n+l 5.0

B 2n (—l)kkak
i k!

ol
(2n+1)!

e—tx

tk
NmE

u=s" (t) , ou I’on a désigné par s la restriction de la fonction sinus a {O, g} . La fonction s~

b) L'intégrale J = L)l dt est impropre en 1. On effectue le changement de variable

1

est bien de classe C' sur [0, 1] et est une bijection de [0, 1] sur [0, g} )

Onadonc: f=sinu, dt =cosudu et N1-t> =cosu .

n/2 . .
Dés lors on obtient : J = _[ . (sinu)* du et on a bien :

1 k
J ! dt=u,
0 1_t2

¢) En divisant les deux membres de 1’inégalité obtenue a la question 2a) de cette partie par
V1—¢? qui est strictement positif (ce qui explique que I'on peut "rentrer" +/1-¢? dans la
2n+1
e!¥ i(_l)kxk fk <o x2n+l |t
- <e .
V-2 % k! 1-12 Cn+DIV1-¢2
En intégrant de —1 a 1, bornes dans 1'ordre croissant, on a :
J,l ool 2 (—T)exk gk el |l‘

x
- <e’
M V1-12 ; k! N1-r? (2n+1)!j—1 J1-¢2

En utilisant 1'inégalité triangulaire et la linéarité de 1'intégration, on trouve :

valeur absolue), on trouve :

2n+l1

dt

17



2n+1
2n+l1 1 | t’ i

1 e (=) x* t* X
——dt - dr | <e* dt
J‘—l -2 ; k! v[—l \/1—12 (2n+1)lJ.—l \/1 12
: . . t*
e Si k est pair, alors la fonction ¢ >
N1=¢2
la question 2b), ona: j ,_ = j ,_
k

t*
o Si k est impair, alors f —
V1-12 VA B

1 k -k
Par conséquent, les termes impairs de la somme Z = )

2 JJ—

est paire donc I —dt converge et, d’apres
-1 [1 _ t2

——dt =2u,.

est impaire donc _[ dt converge et est nulle.

dt sont nuls et il reste :

2n+1
X

AT o by LA ) PO dt
1= e 49| RN D  @nD -
En divisant par 7, on obtient :

(X)——Z

2u
10(2)' 2i

2n+l
|1

e

2n+1 1 | t

2n+l1

21 2n+1

e’ x |f

1
<
n (2n+1)!'[‘1 J1-12

étant paire, on a :

dt

Pour terminer, la fonction ¢

2n+1 2n+1

. | ¢ t2n+1
j ,—1 = j ,— 2_‘. dt =2u,,,
n 2i 2n+1
E lusion : | I(x)—— X ) e .
n conclusion (x) ; 20! U, (20 +1)! Uy

En remplagant u,, par son expression, il reste :

x21 2x2n+1 e*
I(x)— Z oS Uy
/0( )22] 75(2}’14'1)'
x" x2n+1
d) La série exponentielle converge donc lim — =0, ce qui assure que lim ———
n—>+o pl n—>+w (21’1 + 1)'

(suite extraite d'une suite convergente). Par ailleurs, on a vu a la question 5) que

u ~ |————  cequiprouve que : limu, ,=0.
w1 22n+1) ,cequip q M 2,0

Tout ceci montre, par encadrement (une valeur absolue est positive), que :
2

10X

lim

n—>+c0

On peut alors écrire :

1(x) = z y)2221

18



+o0 2k
3) D'aprés la question 1) de cette partie, ona: P(X =Y) = e‘nzk— =e*I(2N).
k=0

(k1)

Grace a la question 4b) de la partie 2, avec x=2%, on a I(2A) ~

ezx
SPNET

ce qui permet de

conclure :

1
P(X=Y)~
( )+°°2 A

19
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RAPPORT DU JURY
EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Concours d’admission sur classes préparatoires
Option scientifique

Présentation de I'épreuve :

* L'épreuve comportait, comme d'habitude, trois exercices et un probléme, ce qui permettait de juger
les candidats sur une partie conséquente du programme des classes préparatoires.

Le sujet balayait largement le programme en donnant, cette année, une place importante a I’analyse.
La diversité des thémes abordés a permis a tous les candidats de s’exprimer et de montrer leurs
compétences, ne serait-ce que sur une partie du programme.

Dans l'ensemble, les correcteurs ont trouvé ce sujet équilibré, bien construit, progressif dans la
difficulté et bien adapté au public. Ils ont pu apprécier trés précisément les connaissances des
candidats, mais aussi leurs capacités a mener un calcul compliqué a son terme ainsi que leurs
capacités a raisonner, ce qui est le premier but d’un texte de concours.

Les candidats les moins sérieusement préparés ont montré leurs faiblesses théoriques ainsi que leur
mauvaise maitrise des techniques de base (exercice 1 notamment).

» L'exercice 1 proposait de prouver le résultat suivant : si la série de terme général — converge

n

(avec a, >0), alors la série de terme général u, = N C— converge également, et de plus,
aq +a2 +...+an
+00 +00 1
ona: Zun <2 2—
n=1 n=1 n

On étudiait deux exemples (dont I’un faisait I’objet d’un programme de calcul) puis le cas général
était abordé, 1’inégalité de Cauchy-Schwarz fournissant un excellent point de départ.

Cet exercice, trés technique (il y avait de nombreux calculs difficiles a effectuer) a permis aux
candidats solides de clairement se démarquer.

. (. . 1 .
Notons qu’une question sur la convergence de la série de terme général - (qui n’est qu’une
n!

question de cours concernant la série exponentielle) a donné lieu a des développements inattendus qui
n’ont pas toujours été couronnés de succes.

* L'exercice 2 présentait un endomorphisme f de £ possédant au moins une valeur propre A réelle et
I’ objectif était de démontrer qu’il existait un hyperplan de £ stable par f.
L’exercice commengait par I’étude de deux exemples puis on traitait le cas général grace a
I’endomorphisme f* adjoint de f.

Cet exercice, théorique, a été trés discriminant et a permis aux candidats les mieux formés de
parfaitement faire la différence. Les correcteurs ont pu mesurer a quel point les connaissances en



algebre linéaire et en algebre bilinéaire de tres nombreux candidats sont fragiles, surtout dés que les
questions posées sortent de I’ordinaire.

Remarquons, ici aussi, qu’une question facile, comme celle consistant & montrer qu’une matrice
possede les mémes valeurs propres que sa transposée, a été traitée correctement par moins de 10% des
candidats.

* L'exercice 3 portant sur la partie "variables a densité" du programme de probabilités, avait pour
premier objectif d’étudier une variable aléatoire X de densité la fonction fdéfinie par :

L six<-loux=>1
f(x) =1 2x2 a -

0  sinon
La suite considérait une suite (X;) . de variables aléatoires mutuellement indépendantes, admettant

toutes f comme densité, et proposait de démontrer que la suite de wvariables (Yn) ou

Sup(Xl,...,Xn) . . . z . b M 1

Y, =———— = convergeait en loi vers une variable aléatoire dont I’inverse suit une loi
n
exponentielle.

Cet exercice a été abordé avec des fortunes diverses, certains candidats n'ayant visiblement trés
peu de connaissance sur cette partie portant exclusivement sur le programme de seconde année.

La encore, la superficialité des connaissances de nombreux candidats les a conduits a trouver des
fonctions de répartition farfelues qu’une petite vérification aurait permis de rectifier.

* Le probléme, portant lui aussi sur le programme de probabilité, avait pour but de démontrer que, si
deux variables aléatoires X et Y définies sur un espace probabilisé (2, 4, P), sont indépendantes, et
suivent toutes les deux la loi de Poisson de paramétre A, ou A désigne un réel strictement positif,
alorson a:

1

NEY

Ce probleme, calculatoire et technique, a été tres sélectif en permettant de tester la fiabilité des

P(X N Y) }»—?+oo

/2
candidats face au calcul de I’intégrale de Wallis u, =I: (sint)"dt, face a I’obtention d’un

équivalent de u, lorsque 7 est au voisinage de +o, face a des problémes de convergence d’intégrales
impropres et face a I’utilisation de I’inégalité de Taylor-Lagrange.

1
NI—u

peu de réponses correctes, alors qu’il suffisait d’élever au carré pour s’en sortir sans dommage.

Une question usuelle (établir pour tout u de [O, 1/ 2] I’inégalité <1+u) adonné lieu a trop

Statistiques :

* Pour I’ensemble des 3609 candidats ayant composé, la moyenne obtenue a cette épreuve est égale
a 11,312 sur 20 (supérieure de 0,36 point a celle de I'année derniére) et I’écart type vaut 6,036
(légerement supérieur a celui de I'année dernicre).

* 34% des candidats ont une note strictement inférieure a 8 (14% ont une note inférieure a 4). Le
nombre de copies trés faibles (note inférieure a 4) est en trés légere augmentation par rapport a
I’année derniére (1,5%).

* 20% des candidats ont une note comprise entre 8 et 12.

* 28% des candidats ont une note supérieure ou égale a 16.



Conclusion :

Les copies sont, dans I'ensemble, bien présentées, bien rédigées et agréables a lire pour les meilleures,
contrairement a une minorité, difficiles a lire, et dont la présentation et I’écriture sont jugées
exécrables, par un bon nombre de correcteurs.

Un nombre non négligeable de candidats sont adeptes des réponses floues, comme par exemple
(exercice 3, premiere question) celle consistant a écrire « la fonction f est continue par morceaux »
sans préciser en quels points cette fonction n’est (peut-&tre) pas continue. Il faut savoir que ce type de
réponse est sanctionné et que 1’absence d’argument ou le manque de précision peut rendre la réponse
irrecevable.

Rappelons, comme d’habitude, que 1I’honnéteté, la simplicité, la précision et la rigueur sont des vertus
attendues par tous les correcteurs sans exception, et qu’une bonne réponse est toujours une réponse
construite rigoureusement.



