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Exercice 1
On désigne par Id I’endomorphisme identité de R3 et par 7 la matrice identité de M 3(]R) .

On note B = (el, e, e3) la base canonique de R? et on considere I’endomorphisme fde R3 dont la

3 -1 1
matrice dans la base Best: 4=[2 0 2].
1 -1 3

1) Calculer 4%> —4 A puis déterminer un polyndme annulateur de 4 de degré 2.
2) a) En déduire la seule valeur propre de 4 (donc ausside f).
b) La matrice 4 est-elle diagonalisable ? Est-elle inversible ?

3) Déterminer une base (ul,uz) du sous-espace propre de f associé a la valeur propre de f.

4) a) On pose u3 = ¢, +e, +e;. Montrer que la famille (u,u,,u;) est une base de R.

b) Vérifier que la matrice 7 de f dans la base (ul,uz,u3) est triangulaire et que ses ¢léments
diagonaux sont tous égaux a 2.

¢) En écrivant T =27+ N, déterminer, pour tout entier naturel », la matrice 7" comme
combinaison linéaire de / et N, puis de /et 7.
5) a) Expliquer pourquoi I’'on a :

VneN, 4" =n2""'A-(n-1)2"1

b) Utiliser le polyndme annulateur obtenu a la premiére question pour déterminer 4! en fonction
de 7etde A.

¢) Vérifier que la formule trouvée a la question 5a) reste valable pour n=-1.
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Exercice 2

Pour chaque entier naturel #, on définit la fonction f, par: Vxe [n,+ oo[ , [ ()= J. ) e\/;dt .
n

1) Etude de f,.

a) Montrer que f, est de classe C'' sur [n,+oo[ puis déterminer £, (x) pour tout x de [n,+ oo[.
Donner le sens de variation de f,,.

b) En minorant f, (x), établir que lim f, (x)=+o.

X—>+o0

¢) En déduire que pour chaque entier naturel n, il existe un unique réel, noté u,, élément de
[n,+00[ , tel que £, (u,)=1.
2) Etude de la suite (u, ).

a) Montrer que lim u, =+ .

n—>+w
o G

b) Montrer que : Vrne N, e V" <y, —n<e *".

3) a) Utiliser la question 2b) pour compléter les commandes Scilab suivantes afin qu’elles
permettent d’afficher un entier n pour lequel u, —n est inférieur ou égal a 107+ .

disp(n)

b) Le script ci-dessus affiche 1’'une des trois valeurs n =55, n="70 et n=_85. Préciser laquelle en
prenant 2,3 comme valeur approchée de In10 .

4) On pose v, =u, —n.
a) Montrer que lim v, =0.
n—>+w0
b) Etablir que, pour tout réel x supérieur ou égal a—1, ona: v/1+x <1 +§ .
i, > e_\/;

exp(— Zt/;)
Jn

d) Déduire de l'encadrement obtenu en 2b) que : u, —n ~ e *" .
+0

c) Vérifier ensuite que : Vne N*, e

Exercice 3

Dans cet exercice, toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un méme espace

probabilisé (2, 4, P). On désigne par p un réel de ]0,1[ .

On considére deux variables aléatoires indépendantes U et V', telles que U suit la loi uniforme sur

[—3,1], et V' suit la loi uniforme sur [—1,3].

On considére également une variable aléatoire Z, indépendante de U et V, dont la loi est donnée par :
P(Z=1)=p et P(Z=-1)=1-p

Enfin, on note X la variable aléatoire, définie par :

U(w) siZ(w)=1

V(o) siZ(0)=-1

Onnote Fy, F;; et F, les fonctions de répartition respectives des variables X, U et V.

V(er,X(m)z{

1) Donner les expressions de Fy; (x) et Fy (x) selon les valeurs de x.
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2) a) Etablir, grice au systéme complet d’événements ((Z = 1),(Z = —1)) , que :

VxeR, Fy (x) = pky; (x)+(1—p)FV (x)
b) Vérifier que X (Q)=[-3,3] puis expliciter Fy (x) dans les cas :
x<-3, 3<x<-1, -1<x<1,1<x<3 et x>3
¢) On admet que X est une variable a densité. Donner une densité f, de la variable aléatoire X.
d) Etablir que X admet une espérance E (X) et une variance V' (.X), puis les déterminer.
3) On se propose de montrer d’une autre fagon que X posséde une espérance et un moment d’ordre 2

puis de les déterminer.

1+Z+V1_Z.
2

b) Déduire de I’égalité précédente que X possede une espérance et retrouver la valeur de E (X ) .

a) Vérifierque 'ona: X =U

¢) En déduire également que X posséde un moment d’ordre 2 et retrouver la valeur de £ (X 2) .

4) a) Soit T une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de paramétre p. Déterminer la loi de
2T 1.

b) On rappelle que grand(1l,1, ‘unf’,a,b) et grand(l,1, ‘bin’,1,p) sont des
commandes Scilab permettant de simuler respectivement une variable aléatoire a densité suivant la
loi uniforme sur [a,b] et une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de paramétre p.

Ecrire des commandes Scilab permettant de simuler U, V, Z, puis X.
Probléeme

Partie 1 : questions préliminaires.

Dans cette partie, x désigne un réel élément de [O,l[ .

1) a) Pour tout » de N* et pour tout ¢ de [O,x] , simplifier la somme Zﬂ"l .
p=1

b) En déduire que : Z£=—ln(1—x)—Ix idt.
p=1 p 0 1-¢

n

dt =0.

¢) Etablir par encadrement que ’'ona: lim
n—s+0 40 |1 —¢

k

+90
d) En déduire que : Z% =—In(1-x).
=1

2) Soit m un entier naturel fixé. A ’aide de la formule du triangle de Pascal, établir 1’égalité :

vazm. Y (5)=(4)

k=m

3) Soit » un entier naturel non nul. On considere une suite (X,),.y. de variables aléatoires,
n
mutuellement indépendantes, suivant toutes la loi géométrique de parametre x, et on pose S, = ZX ‘-

k=1
a) Déterminer S, (Q) puis établir que, pour tout entier £ supérieur ou égala n+1,ona:

(S, =k) = gp((sn = )Xy =k =)

b) En déduire, par récurrence sur #, que la loi de S, est donnée par :
Vke[n.+o], P(S,=k)=(k1)x"1-x)

n-1
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¢) En déduire, pour tout x de ]0, 1] et pour tout entier naturel » non nul :

& k—n 1
;(53)(1—)“) =

d) On rappelle que la commande grand(1,n, ‘geom’ ,p) permet & Scilab de simuler »
variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi géométrique de parametre p.
Compléter les commandes Scilab suivantes pour qu’elles simulent la variable aléatoire S, .
n = input (‘entrez une valeur de n supérieure a 1 : ')

disp(S)

Partie 2 : étude d’une variable aléatoire.
Dans cette partie, on désigne par p un réel de ]0,1[ etonpose g=1-p.

On considére la suite (uk ) ronye définie par:

qk
\V/kEN*, uk=—k1
np

1) a) Vérifier que la suite (uk) est a termes positifs.

keN*

+90
b) Montrer, en utilisant un résultat de la partie 1, que Zuk =1.
k=1
On considére dorénavant une variable aléatoire X dont la loi de probabilité est donnée par :

VkeN*, P(X =k)=u,
2) a) Montrer que X posseéde une espérance et la déterminer.
q+In p)

b) Montrer également que X possede une variance et vérifier que : V(X ) = _(Z( )2
plnp

3) Soit k un entier naturel non nul. On considére une variable aléatoire Y dont la loi,
conditionnellement a I’événement (X = k) , est la loi binomiale de paramétres k et p.

a) Montrer que Y (Q) =N puis utiliser la formule des probabilités totales, ainsi que la question 1)
de la partie 1, pour montrer que :

p(r—0)=1+m0*4)
Inp
k k-1
b) Aprées avoir montré que, pour tout couple (k,n) de N*xN*,ona (—;) = M , établir que, pour
n

tout entier naturel #» non nul, on a : P(Y = n) __ra 3 (k‘l)(qz)k_" .

n-1

nln p i,
En déduire, grace a la question 3) de la premiére partie, 1’égalité :
P (Y = n) =— q—n
n(l+q) Inp

+0
¢) Vérifier que 'ona ) P(Y =k)=1.

k=0
d) Montrer que Y posséde une espérance et donner son expression en fonction de Inp et g.
e) Montrer aussi que Y posséde une variance et que I’on a :

q(q +(1+q)lnp)
(lnp)2

V(r)=-
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Corrige 2016

= (o (o=

3 -1 1y(3 -1 1 8§ 4 4
1) 42={2 0 2|2 0 2|=|8 -4 8|
1 -1 3){1 -1 3 4 -4 8
8 —4 4\ (12 -4 4 -4 0 0
Onen déduit: 4>-44=|8 -4 8|—-|8 0 8|={0 -4 0
4 4 8 4 -4 12 0O 0 4
Onvoitque: 4> =4A4-41.

Un polyndme annulateur de A est donc : X2 —4X +4

2) a) Comme X?—4X +4= (X - 2)2 , la seule racine du polynéme X2 —4X +4

est 2, qui est donc la seule valeur propre possible de A.
Il reste a vérifier que 2 est effectivement valeur propre de A. Il suffit donc de
vérifier que, 4 -2/ n’est pas inversible.

1 -1 1
Ona A-21=|2 -2 2| eton voit que cette matrice a deux colonnes égales (et
1 -1 1

méme trois colonnes proportionnelles), ce qui prouve que A4—2I n’est pas
inversible.
Bilan :

| La seule valeur propre de 4 (donc ausside f)est 2 |

b) Comme A n’a que la valeur propre 2, si elle était diagonalisable, elle serait
semblable a la matrice 2/ et il existerait une matrice P inversible telle que :

A= P(21)P‘1 =2PIP'=2PP'=2]

Comme la matrice 4 n’est pas égale a la matrice 2/, on peut conclure :

A n’est pas diagonalisable

Comme 0 n’est pas valeur propre de A4, on sait que :

A est inversible

X
3) Onpose X =| y | et on résout le systtme AX =2.X .

z



Sujet 2016

3x—-y+z=2x x—y+z=0
Ontrouve AX =2X & 2x+2z=2y & ix+z=y <SOx+z=Yy
X—-y+3z=2z x—-y+z=0
Remarque. On aurait pu directement résoudre (A4 —21 )X =0 avec la matrice
A-21 explicitée précédemment.
X X 0 1 0
Onobtientdonc: X =| x+z|=|x |+|z|=x|1 |[+z|1
z 0 z 0 1

Ainsi, le sous-espace propre de 4 associé a la valeur propre 2 est :

1 0
Vect| |1 ],]1
0 1

Comme f est un endomorphisme de R?, le sous-espace propre de f associé a la
valeur propre 2 est Vect( (L1,0),(0.L1) ) )

En posant u, =(1,1,0) et u, =(0,1,1), la famille (u,u,) est génératrice du seul
sous-espace propre de f mais comme u, et u, ne sont pas proportionnels, la
famille (ul,uz) est libre et c’est ainsi une base du sous-espace propre de f

associé a la valeur propre 2.

4) a) Montrons que la famille (u,,u,.u,) est libre.

Soit trois réels a, b et ¢ tels que au, +bu, +cu, =0. Comme u, =¢, +e,+e,,0na

uy =(1,1,1) et cette relation s”écrit : a(1,1,0)+5(0,1,1)+¢(1,1,1) =(0,0,0).
a+c=0

On en déduit (a+c, a+b+c,b+¢)=(0,0,0) quidonne : Ja+b+c=0.

b+c=0
a=-c a=-c
Ce systetme équivaut & {—c—c+c=0 et il reste: {—c=0. On a donc:
b=-c b=-c

a=b=c=0.
La famille (u,,u,.u;) est libre et elle contient trois vecteurs de I’espace R? qui est

de dimension 3 donc :

(u,,u,,u;) est une base de R*

b) On sait déja que f(u,)=2u, et f(u,)=2u, donc il reste a déterminer

f(u3)



Corrigé

1
Comme f(u;)= f(e,+e,+e;), on fait le calcul A|1| qui donnera les
1
coordonnées de f(u,) dans la base (e.e,,e;). Ona:
1 3 -1 1)1 3
All1|=(2 0 2)1|=|4
1 I -1 31 3

On peut écrire ce qui précede sous la forme :
1 1 0 2

1
Al T|{=|1T|+|1|+|2[=]1|+|1 |+2]|1
1 0 1 2 0 1 1

On peut conclure : £ (u;) = u; +u, + 2u,

Remarque. On pouvait "tricher" un peu puisque I’énoncé indique que les
¢léments diagonaux de la matrice 7 de f dans la base (u;,u,,u;) sont tous égaux a
2 donc on est certain que f (u3) s’écrit au, +Pu, + 2u, . Ensuite, on trouve o et B

par identification.
La matrice T de fdans la base B’ est :

~

Il
S O N
S DO
o = =

0 0 1
¢) Enposant 7=2/+N,ona N={0 0 1 |.Comme la matrice / commute
0 00

avec toutes les matrices, la matrice 2/ aussi, et on peut utiliser la formule du
0 0 1Yy0 0 1 0 00

bindme de Newton. De plus,ona N>=|{0 0 1[0 0 1|=[{0 0 O] eton
0 0 ONO O O 0 00

en déduit, pour tout entier naturel £ supérieur ou égal a 2 :
N =N2NF2=0N*2=0

On a donc, pour tout entier naturel » supérieur ou égal a 1 :

T"=(20+N) = ;(;)(21)” Nt = ;(g)zn-m\/k = ;(g)zn-wk.

Pour tout entier naturel » supérieur ou égal a 1, seuls les deux premiers termes

subsistent (les autres sont nuls ou absents d’apres 1’encadré précédent) et on a :
1
Tr=Y (1) Nt =(4)2"1+(})2"'N=2"]+n2"'N

k=0
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Comme N =T —21, on obtient :
T" = 2"[+n2"‘1(T—2I) =2"]+n2"'T —n2"1

En arrangeant, on trouve :

VneN*, T" =n2”‘1T—(n—1)2”1

On vérifie que cette égalité reste vraie pour n =0 (elle donne bien 7° =1).

5) a) Comme 7 est la matrice de f dans la base (u.u,,u;), on en déduit

(passerelle matrice-endomorphisme) :

VneN, f"=n2""f—-(n-1)2"1d

Pour finir, comme 4 est la matrice de f dans la base (e.e,.e;), on en déduit (on

prend la méme passerelle dans ’autre sens) :

YneN, 4" =n2"' A~ (n—1)2"1

b) D’apres la question 1), on a: 4> =44-41 (ce qui est corroboré par la
formule de la question 5a) ci-dessus). On peut écrire cette égalité sous la forme :
44— A* =41
En mettant 4 en facteur, on obtient A(4I — A) =4], puis en divisant par 4, on a :

A(]—lAj =1
4

Ceci prouve que 4 est inversible (on le savait déja) mais surtout que :

4 =1-14
4

¢) Si on remplace n par —1 dans 1’égalité obtenue a la question 5a), on trouve :
A =(-1)2"4—-(-1-1)27' = —%A +2x %I = —%A +1, ce qui est correct
d’apres la question 5b).
En conclusion :

‘La formule trouvée a la question 5a) reste valable pour n =-1

[ =] (o (o =372

1) a) La fonction % : ¢ > ¢V est continue sur R, donc sur [n, +o[. Comme /,

est une primitive de /4 sur [n,+oo[, f est de classe C "sur [n,+oo[. De plus, pour

tout réel x de [n,+oo[,ona: f'(x)= e >0.
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On conclut que :

f, est strictement croissante sur [7,+oo[

b) Pour tout 7 > n, ona: eV > e’ (car la fonction racine carrée est croissante
sur R, et la fonction exponentielle est croissante sur R ). Ainsi, en intégrant
bornes dans 1’ordre croissant (avec x > »), on trouve :

Vx>n, f,(x)=(x-n) e

Comme lim (x—n) V" =+, on en déduit :

X—>+o0

lim £, (x)=+oo

X—>+0

¢) La fonction f, est continue sur [n, + oof (elle est méme de classe Ch et
strictement croissante donc elle réalise une bijection de [n, +o[sur [ f, (n), + o[,

c’est-a-dire de [n, + oo sur [0, + oo[. Par suite, comme 1 appartient a [0, + oof,
I’équation " f, (x) = 1" a une seule solution, notée u,, élément de [n,+oo[.

2) a) u, €[n,+oo[ donc u, >n.
On a donc, par minoration :

lim u, =+

n—>+o

b) Pour tout 7 de [n, u,], on a: el el < el (la fonction racine carrée est
croissante sur R, et la fonction exponentielle est croissante sur R ).
En intégrant ces fonctions continues sur [n, u, ], les bornes étant dans ’ordre
croissant, on obtient : (u, —n) el < fo(u,)<(u,—n) e , mais, en remarquant
que f (u,)=1,onaen fait:

(u,—n) el <1 <(u,—-n) eV

En multipliant I’inégalité de gauche par e~ > 0, on obtient : u,—n < eV
En multipliant I’inégalité de droite par e >0, on obtient : e V" < u,—n.
En regroupant ces deux derniers résultats, on a enfin :

eV < u,—n < e

3) a) Grace a la question précédente, il suffit de déterminer la valeur de » pour

laquelle on a e <10,



Sujet 2016

Les commandes Scilab complétées sont donc :
n=20

while exp(-sgrt(n))>0.0001

n=n+l

end

disp (n)

b) En résolvant I’inéquation e <10+ , on obtient :

eV <10% & —Jn <In(10*) & —Jn <—4In10 = Vn > 4In10.
eV <10 = n>16(In10)’.
Comme In10~2,3, ona (In10)’ ~ 5,29, puis 16(In10)" ~16x5,29 >16x 5 = 80.

La valeur cherchée est donc :
n=2_85

4) a) Comme lim u, =+, ona lim eV =0, D’autre part lim e = 0, donc,

n—>+o0 n—>+m n—>+m

grace au théoréme d’encadrement appliqué a 1’encadrement obtenu a la question
2b), on obtient : lim (u, —n) =0, ce qui s’écrit encore :
n—>+o

lim v, =0

n—>+o0

2 2 2 .
b) Pour tout réel x, on a: (1+§) =1+x+x?. Comme %2 0, on en déduit :
2 .
1+x$(1+§) . Comme on prend x>-1, ona x+1>0 et par croissance de la
fonction racine carrée sur R, on obtient :

Va > -1, Vl+x <[1+2

Pour finir, 1+ étant positif, on a :

Vx>-1,~1+x Sl+§

¢) Comme u, = n+v,,ona:

VneN*, eV = =€_M =exp(—\/;\/1+%)

On peut appliquer ’inégalité obtenue au début de cette question avec x =—* qui
n

.- - ‘ \ V V
est positif (donc supérieur ou égal a —1), et on trouve : , /1 +-L <1+ 2—" .
n n

En multipliant par —Jn qui est négatif, on obtient : —Jn 1+ Yo > —Jn (1 + ;" J .
n n
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Par croissance de la fonction exponentielle, on a enfin :

exp{ % 2 exp i 13

En développant dans I’exponentielle de droite et en se souvenant que
eV =exp(—\/;\/1+v7"),on trouve : eV Zexp(—\/_ 232)

n )
2'\/ n

d) Grace a cette minoration de e~V I’encadrement de la question 2b) peut se

VneN’, et > gn exp(—

prolonger et on obtient : e~V" exp(—v—j-) <u,—n<eVn.

Apres division par e™¥" >0, ona: exp( ) U M,
S =0 donc i J=1. et
ans Jim \/_ onc lim exp( s e
grace au théoréme d’encadrement, on en déduit :
lim 22" =
n—>+0 e_\/;
Ceci démontre que :
u —n~ e
EXErcice 3.t s
1) a) D’apres le cours, on a :
Osix<-3 Osix<-1
F,(x)= x13 si—3<x<let B (x)=1 L s —1<x<3
Isix>1 Isix>3

b) Avec la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet
d’événements ((Z =1).(Z = —1)) , on obtient successivement, pour tout réel x :

P(X <x)=P([X <x]n[Z=1])+P([X <x]n[Z=-1])

P(X <x)=P([U<x]n[Z=1])+P([V <x]n[Z =-1])

Comme Z est indépendante de Uet V, on peut écrire :
P(X<x)=P({U<x)P(Z=1)+P(V <x)P(Z=-1)

Par définition, on a P(U <x)=F(x) et P(V <x)=F,(x). de plus, on sait que

P(Z=1)=p. P(Z=-1)=1- p, donc finalement :
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VxeR, F, (x)=pF,(x)+(1-p)F, (x)

b) En passant en revue les 5 cas indiqués par 1’énoncé, afin de remplacer les
expressions de F, (x) et F, (x), on trouve :

Osix<-3

p(x——|-3) si —3<x<-1

x+2p+1

Fy(x)= si —1<x<1

(I-p)x+3p+1
4
Isix>3

sil<x<3

¢) La fonction F, est de classe C' sur les intervalles |-o0,—3[, |-3,~1[,
]-11[. JL3[ et ]3,+[ soit comme fonction constante, soit comme fonction
polynomiale. En dérivant sur ces intervalles, on obtient :
0six<-3

P si —3<x<-1

F/(x)= L Z1<x<t

—

_p sil<x<3

Osix>3

On obtient une densité f, de la variable aléatoire X en posant, par exemple :

1 1-
fX(_3)=§>fX(_1)=Z>fX(1)= 4[9 et fX(3)=O
Conclusion :
L 3<x<-1
4
lsi -1<x<«l1
fr(x)=14
I-p sil<x<3
0 sinon

d) La restriction de la fonction ¢ f, (¢) a Pintervalle [-3,—1[ a une limite

finie en —1 (elle vaut —%) donc I’intégrale I __311‘ fy (1)dt existe.
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1 3 .
Pour la méme raison, les intégrales _[ L fv (t)dt , _[ ! Iy (t)dt existent aussi.

Comme les intégrales I __31‘ fy(0)dt et J‘;mr fy (¢)dt sont nulles (car fest nulle sur

ces deux intervalles), on est certain que X admet une espérance et on a :

E(X)=[ 0 fo(0)de+[ 1 £ ()de+ [t £, (1)
E(X):j_jt%dmj_lltidwjftl_Tpdt.

E (X ) = % J _j tdt + i J _11 tdt + I—Tp LS tdt (par linéarité de I’intégration).
27! 2! _ 273
S RO
41021, 4121, 4 L2,
1

E(X)=£(l_2)+l(l_l)+ —P(E_l).
4\2 2/ 4\2 2 4 \2 2
E(X)=-p+1-p.

On trouve enfin :

E(X)=1-2p

De la méme fagon, X admet un moment d’ordre 2 eton a :
E(X*)=[ e f (e)de+ [ 2, ()de+ [ 2 1 (1)t
(L p 1.1 3, 1-p
E(Xz)_J’_3t2Za’t+j_lt22ah‘+j1 l‘szt
3 -1 3 1 _ 3 3
E(Xz)ng +1H +1_p[r_]
4031, 4131, 4 [3],

BOr)- 212 L) o2

4\ 3 3 4\3 3 4 \3 3)
E(Xz):£x§+lxg+l_pxé.
4°3 4 3 4 3

E(Xz):%x§+ix?:g.

On trouve alors la variance de X avec la formule de Koénig-Huygens :
2
V(x)=E(x*)~(E(X))’
Conclusion :

V(X):%_(I—Zp)z :4(%+p_p2j

3) a) e Lorsque Z prend la valeur 1, on a U% + V% =U.

e Lorsque Z prend la valeur —1, on a U% + V% =V.
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On retrouve bien la définition de X donnée par I’énoncé.

Conclusion :

x=uHZ pyl=2
> 2

b) Comme U et Z ont une espérance, alors par indépendance de U et Z , les

variables U et 1+7

sont indépendantes et comme elles possedent une espérance,

la variable U % posséde aussi une espérance. De méme, la variable V%

posséde aussi une espérance.
Tout ceci montre que X possede une espérance et, par linéarité¢ de 1’espérance, on

a: E(X)= E(U%)+E(V%)
Toujours par indépendance, on obtient :

E(X)=E(U) E(”TZ) +E(V) E(%)

Et encore avec la linéarité de I’espérance, on a :
1 1 1 1
E(X)=EU (—+—E Z)+E Vv (———E Z)
()= E) (242 E(2) +£0) (2~ LB (2)
Or E(Z)=pl+(1-p)x(-1)=2p-1, E(U)=-1 et E(V)=1 donc :

E(X)__l_£+l_£
2 2 2 2
On retrouve bien :
E(X):1—2p
1+Z7 1-Z7

¢) Avec I’égalité¢ X =U > +V , on trouve :

2 2
Jo— (1+4Z) o +Z)4(1—Z) e —42)

Avec les trois célebres identités remarquables, on a :

2 _ 72 _ 2
X2=U21+2Z+Z +2UV1 4Z +V21 2/ +7

Comme Z? =1, il reste :
1+Z7 1-Z7
2

On montre que E(X?) existe avec les mémes arguments que ceux utilisés pour

X =U2—"L 4 p2

E(X) et, toujours par indépendance, on obtient :

E(X?) =%E(U2)E(1 + Z)+%E(V2)E(1 -Z)
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Orona:

E(U?)=V(U)+(EU)) = §+1=

E(r?)=v(V)+(E(V)) =§+1 =§.

E(1+Z)=1+E(Z)=1+(2p-1)=2p.
E(1-Z)=1-E(Z)=1-(2p-1)=2(1- p).

. 1 7 1 7 7 7 7
Final t: E(X?)==x=x2p+=—x=x2(1-p)==p+—(1-p)=—.
inalement : E(X?) X3 p+2><3><( p) 3p+3( p) 3
Cette valeur est bien celle qui a été trouvée a la question 2d).

4) a) e Comme 7'(Q)={0,1} ,ona (27 -1)(Q) ={-11}.
e P(2T-1=-1)=P(2T =0)=P(T=0)=1-p.
e P(2T-1=1)=P(2T=2)=P(T=1)=p

On conclut :

| 2T —1 améme loi que Z ‘

b) Comme U suit la loi uniforme sur [—3,1], alors on simule U avec la

commande U = grand (1,1, ‘unf’,-3,1) et comme V suit la loi uniforme
sur [—1,3], alors on simule V" avec la commande V = grand (1,1, ‘unf’, -

1,3).

Pour finir, on utilise la relation X =U HTZ + VI_TZ. En récapitulant toutes les

commandes, on obtient :

U =grand (1,1, ‘unt’,-3,1)

V = grand (1,1, ‘unf’,-1,3)

Z = 2*grand (1,1, ‘bin’,1,p)-1
X=U*(14+2)/2+V*(1-2)/2

o 0] o] =Y 1 2 1=

Partie 1 préliminaires.
1) a) Comme x appartient a [0, 1], alors, pour tout # de [0,x],onaz=1,d’ou:

n n—1 1 —"
l‘p_l = l‘q =
pz=1 ng

-1

b) En intégrant entre 0 et x (les fonctions sont continues sur [0, x] ), on obtient,

e, yen ¥ 1 x " . .
par linéarité de I’intégration : tPdt = | ——dt — | ——dt, puis, toujours
J‘O ; -[0 1 —t -[0 1 —t
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ey e Loex o x " o
par linéarité de I’intégration : ZIO tPldt = —ln| 1 —x| — jo l—dz‘ , ce qui s’écrit
- -1
p=1

(comme x<1):

noyp x "
Vxel|0,1], ) —=-Inl-x) - | —d
xe[ [ ; » n(l —x) _[0 - t

¢) Pour tout ¢ de [0, x], on a successivement: 0<¢<x, —-x<-r<0,
l1-x<1-7r<1. Comme 1-x>0 et comme la fonction inverse est strictement

. . 1 - :
décroissante sur ]0,1], on obtient : - > % > 1. En multipliant les trois
—-X —t
membres par 1" > 0 et en intégrant ces fonctions continues entre 0 et x (bornes
1

1-x

. x x 1" x .

dans ’ordre croissant), on trouve : Io t"dt > IO l—dt > Io t"dt , ce qui
-1

s’écrit :

n+l n+l

1ox er dr > =
l1-x n+1 0 1—¢ n+l1

n+l

Or lim =0 et, comme x € [0,1[, lim x""' =0, donc lim Y -,
n—->+o p 41 n—>+wo n—>+o 41

Le théoreme d’encadrement permet alors de conclure que :

Vxe[O,l[, lim Jox %dtzO

n—>+m

R TY IR \ . R = X7

d) D’aprées 1’égalité obtenue a la question 1b), on est slr que z — a une
p=1 P

limite finie lorsque » tend vers +oo, ce qui signifie que la série de terme général

x? \ \ _
— est convergente, avec, de plus, apres passage a la limite :

p

vre[0d]. 3 2 = n(l-x)
p=1 D

2) Procédons par récurrence.

Pour tout entier naturel ¢ >m, onnote R(g):" i (4)=(m)"

m
k=m

e R(m) est vraie. En effet, i (£)=(m)=1=(21).

m m+1
k=m

¢ Supposons R(g) vraie pour un entier naturel g fixé, supérieur ou égal a m.

+1
On a alors : qZ(f;) = Zq“(;) + (q);l).

k=m k=m
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D'ou : %(f;) =(m) + (‘1;1) = () (grice a la formule du triangle de Pascal).
k=m

Ainsi R(q +1) est vraie.

e Par récurrence, pour tout couple (m,q) d'entiers naturels tels que m<g,ona:

q

>(0) =)

k=m

3) a) Pour tout i de [1n], ona X,(Q)=N", et par mutuelle indépendance des

1

variables X, X,, ..., X, , on en déduit :

S, (Q)=[n+f

Pour tout entier & supérieur ou égala n+1,ona:
P(S,,=k)=P(S,+ X, =k)="> P((S,=/)n(X,,=k-J)).

JjeS,(Q)
k_.fEXn+l (Q)

jeS,(Q) {jZn {jZn
Ona: = = .
k—jeXn+1(Q) k—j=>1 j<k-1

n+l

k-1
On obtient : P(S,,, =k)=> P((S,=/)n(X,, =k-j)).
j=n

Comme X, , est indépendante de X,X,,...X,, alors X , et S sont

n+l

indépendantes, et on obtient :

k-1

P(Sn+1 :k):ZP(Sn :j)P(Xn+1 :k_j)

Jj=n

b) Posons, pour tout n de N*, R(n) : "Vk >n,P(S, =k)=( %} )x"(1- x)k_" ",
eOna S, =X, et, pour tout kde N :
P(X, = k) =x(1 —x)k_1 = ( kol )x‘ (1 - x)k_1
La propriété R(1) est donc vraie.

¢ Soit 7 un entier naturel non nul tel que R(n) est vraie.
Pour tout entier k supérieur ou égal a n+1, on a, d’aprés ce qui précede :

P(S,=k) =2 (14)x (1) = (=2 X ()
a k-1 /=” k-2
Grace a la formule montrée a la question 2), on a : ( )= > ( 2 ) =( H )
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On en conclut : P(S —k):( k-l )x”*‘(l—x)k_("+l). La propriété R(n+1) est

n+l — n
donc vraie.
¢ Finalement, par récurrence, pour tout entier naturel » non nul, on a :

Vk2nP(S, =k)=(1)x" (1-x)""

¢) Comme le support de la variable S, est |In,+ oo[[ , on en déduit, d'apres la

définition d'une variable aléatoire : » P(S, =k)=1.
k=n

On a donc i “1)x"(1-x)"" =1 et on en déduit :
k=n

+

0

Lo
()(=x)" ==

=
Il
N

d) Pour trouver S , on doit faire la somme de » variables indépendantes

suivant la loi géométrique de paramétre p donc les commandes complétées sont :
n = input (‘entrez une valeur de n supérieure a 1 : ')

S = sum(grand(1,n, ‘geom’ ,p))

disp(S)

Partie 2
1) a) Comme p appartient & ]0,1[, ¢ est également dans ]0,1[ donc positif et

comme In p est strictement négatif, u, est bien défini et positif.

b) La série de terme général u, est convergente d’apres la partie 1 etona :

S =_L+°°‘I_k=_LX(_ln(1_q))
k=1 ¢ Inpis k Inp

Comme 1-¢ = p, on obtient bien :

k
2) a) Pour tout k de N*, on a: kP(X =k)=—lq—. Comme la série de terme
np

général ¢g* est absolument convergente (car | q| <1), X a une espérance et :
E(X):——l— qk:__l_x 9
In pi5 Inp 1-g¢

. En simplifiant, on trouve :

E(X) - pIrcl]p
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k
b) De méme, pour tout k de N*, on a: k*P(X =k) =—ki=—ix kg .
Inp Inp
Comme la série de terme général kg*!' est absolument convergente (série

géométrique "dérivée" avec| q| <1), X 'aun moment d’ordre 2 et :

2\ _ Lm -1 4 1 __—q
EWX )__lnp;kq “Thnp (1-g) pinp
Grace au théoréeme de Koenig-Huygens, on obtient :
y(x)=—4 _( ~q Jzz ¢ __glhpsg’
p’lnp \phlp) p’lnp p*(np)  p*(lnp)

En définitive :

v(x :—q(q+ln2p)

(plnp)

3) a) e Si X prend la valeur £, alors Y prend toutes les valeurs entieres entre 0 et £,
et comme k parcourt N*, on conclut :

Y(Q)=N

e La formule des probabilités totales associée au systeme complet
d’événements de probabilités non nulles (X =k)keN* s’écrit

+o0 +00 k 1 +w(q2)k
P(Y=0)=SP(X=k)P. (Y=0)=-S-T _gt=—— S/
( ) ; ( )(X:k)( ) ;klnpxq lnp; k

D’apres la question 1) de la premiére partie (¢> €[0,1] ), on obtient :

P(Y=0)=—ﬁx(—1n(1_qz))=%;f?2)

Comme In(1-¢*)=In(1-¢)+In(1+¢)=Inp+In(1+¢), on trouve finalement :

p(r—0)=1420*9)
Inp
b) Ona: (ﬁ)zle et, comme k >1, on peut simplifier par , ce qui
C ko k onl(k-n) =5 onp prieT s, eed
k -1\
donne : Q=u.Ensuite, comme 7 >1, on peut écrire :
k n!(k—n)!

(ﬁ):lx (k_l)! zlx(k—l
kon (n-1)(k-n)! n "
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Conclusion :

Pour tout entier naturel » non nul, on a successivement, toujours grace a la
formule des probabilités totales :

P(Y=n)=§P(X:k) By (Y =n)=-Y I

k-n
knkl ()pq

Pr=m=- LS ECL a5 e)

Inp iz Inp 5 k
k k-1
Comme Q=M,on obtient :
n
P(Y=n)=
(r=m)=- L5 )

D’aprés la question 3) de la premiére partie, avec x=1-—¢> qui est bien dans
10,1 , on trouve :

P(y=n)=—L9 1
nin p (1_q2)"

Avec 1-¢* =(1-¢)(1+¢)=p(1+¢).onaenfin:

P(r=n)=-—">=
n(1+q)n Inp

¢) Grace aux questions 2a) et 2b), on a :

i)

+Z«>P(Y:n):1+ln(1+q)_+oo qnn =1+ln(1+Q)_ 1 +Z‘° 1+q

pary Inp  Sn(l+q)' Inp Inp  Inp3 n

Comme IL appartient a [0,1[, la question 1) du préliminaire s’applique et on
+q

obtient :

iP(Y=n)=1+ln(1+q)— 1 x(—ln(l—in 1. 1n(1+q)_1n(1+q) .

oy Inp Inp l+gq Inp Inp

Bilan :

gP(an)=
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d) Pour tout entier naturel # nonnul, ona: nP(Y =n) = e |
Inp\l+gq
La série de terme général (%) est une série géométrique absolument
+q

convergente donc Y a une espérance et :

+00

E(Y):EnP(Y:n):— 1 2( 9 jn= LV

Inpi3\1+q _lnp l+qg __4
l+gq
En simplifiant, on trouve :
q
E(Y)=—"—
=17

e) De méme, pour tout entier naturel » non nul, on a :

n n-1
nP(Y=n)=- Lo 4| oo L4 | 4
Inp l+gqg Inp 1+¢ I+g¢g

n-1
La série de terme général n(lij est une série géométrique (dérivée)
+4q

absolument convergente donc ¥ a un moment d’ordre 2 et :

n—1
E(r?)=3mP(Y=n)=-——x—9 n(ij .
n=1

Inp 1+q:3 \l+gq

E(r)=-—— x4 1

In 1+ 2
p l+g [l_q)
l+g¢

En simplifiant, on trouve :

E(r)=——x 9 x(i4q) = —q(1+4)
lnp 1+q lnp

Grace au théoréme de Koenig-Huygens, on obtient :

_a(l+q) (4 2:—61(1+q)lnp—q2
V(r)= In p (lnpj (In p)’ '

Apreés mise en facteur de —g,ona:

v(r)= ale J(rlil;)g)lnp)
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EPREUVE DE MATHEMATIQUES
2016

Présentation de I'épreuve

» L'épreuve comportait, comme d'habitude, trois @xes et un probleme, ce qui permettait de juger
les candidats sur une partie conséquente du progeades classes préparatoires.

* Le sujet balayait largement le programme en danrmamme d’habitude, une place importante aux
probabilités (deuxieme exercice et probléme).

La diversité des themes abordés a permis a tousaledidats de s’exprimer et de montrer leurs
compétences, ne serait-ce que sur une partie dugonme.

» Dans l'ensemble, les correcteurs ont trouvé letsup peu long, parcourant I'ensemble du
programme d’ECE, équilibré, mélangeant questiondefm et questions plus difficiles, et bien adapté
au public concerné. La présence de questions tpaobmient difficiles ou abstraites a permis de bien
apprécier, d'une part les capacités a mener urulcalumpligué a son terme et d’autre part les
capacités a raisonner des candidats : ceux d'euntxequi étaient bien préparés se sont tres bien
démarqués alors que ceux qui I'étaient moins omitraoleurs faiblesses théoriques ainsi que leur
mauvaise maitrise des techniques de base, notandmestes calculs, parfois méme dans les calculs
élémentaires.

Description du sujet

3 -11
L'exercice 1proposait le calcul de la puissameg&me de la matricld={2 0 2|.
1 -1 3

* Cet exercice a montré que la notion de libertéerdsue pour un nombre significatif de candidats.
La différence entre famille génératrice et baseedlst aussi, peu claire chez nombre de candidats.
* La formule du bindme, pourtant classique, semblauter la majorité des candidats : oubli du

coefficient binomial ou encore la faute de calaulante, (2l )n_k = 21"k =21, qui a lourdement
pénalisé les candidats peu concentrés qui |'avéadiet

L'exercice 2 portant sur la partie analyse du programme, ptégel'étude de la famille des

+00
fonctions f, définies par :[OX[n, + oo, fn(x)=jn exp(x/f)dt. Ensuite, on étudiait la suite

(un) définie par f, (up) =1



EDHEC

.BUSINESS SCHOOL

La troisieme question demandait, d’'une part, deptéter des commandeéki | ab permettant le

calcul du plus petit entier natunelpour lequelu, —n <10, et d’'autre part de choisir parmi trois
affichages, lequel était le bon.

» Cet exercice a révélé que de nombreux candidatsai&risent pas la dérivation de fonctions
élémentaires et encore moins la dérivation deratfon f,,. La présence de beaucoup de "lettres" (
t etx) noie de nombreux candidats.

L'exercice 3 portant sur la partie probabilités du programmmjtgpour objectif d’étudier la variable

o o U (o) siz(o)=1
aléatoire X, définie par: Do0Q, X (o) = V(o) siz(0)=-1
®)siZ(o)=-

aléatoires indépendantes telles duesuit la loi uniforme sur[—3,]], V suit la loi uniforme sur

, o0 U etV sont deux variables

[—1,3] et ouZ est une variable aléatoire indépendanteUdet V, dont la loi est donnée par:
P(z=1)=p etP(z=-1)=1-p.

» Cet exercice est le moins bien réussi et prouve lgunotion de fonction de répartition n'est
absolument pas maitrisée par un grand nombre didzds.

Le probleme, portant sur le programme d’analyse et de probé@bdémontrait deux résultats
importants pour la suite dans la premiére partsg\eir :

Ox0[0,1], gx—l::—ln(l—x) et Ox0]0.1, g(ﬁ:%)@—x)k‘” :X_ln

La deuxiéme partie étudiait une variable aléatdidont la loi était donnée par :

ok
OkON, P(X =k)=- &= PL
kin p

Pour finir, on cherchait la loi d’'une variable algiee Y dont la loi, conditionnellement a I'’événement
(X =k), était la loi binomiale de paramétiestp.

» Trop de candidats n'ont pas pu s’exprimer a lendr gur ce probléme, peut-étre a cause d'une
mauvaise gestion du temps.

» Le probléme a révélé des failles abyssales cheaicge candidats, notamment concernant le calcul
de la somme des premiers termes d’une suite géiojneétr

« Comme d’habitude, la formule des probabilités lestaa été copieusement martyrisée par de
nombreux candidats.

Statistiques

» Pour I'ensemble des 3872 candidats ayant compegéoyenne obtenue a cette épreuve est égale
a 10.405 sur 20 (sensiblement la méme que l'anedrede) et I'écart type vaut 6,5 (bien supérieur a
celui de lI'année derniere).

* 40,3% des candidats, contre 37,2% I'année dexnddt une note strictement inférieure a 8 (dont
plus de la moiti€, 21,4%, ont une note inférieud.a

» 18,2% des candidats ont une note comprise 8nétel2 (pourcentage inférieur a celui de 2015
qui était égal a 22,2%).

« 25,8 des candidats ont une note supérieure ale @916 (pourcentage supérieur a celui de 2015
qui était égal a 20,1%).
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Conclusion

Comme l'an dernier, le niveau est trés hétérogén@ngression générale ressentie a la lecture des
copies ameéne a penser que les questions les fitiesuqui demandent une compréhension fine de
la théorie, quel que soit le domaine concerné, gudrat a presque tous les candidats. Les meilleurs
ont acquis des techniques et des réflexes maismerennent pas forcément en profondeur ce gu'ils
font. Le fossé entre les aspirations du programinia eéalisation sur le « terrain » semble s’étre
élargi, une fois encore, cette année, mais heumargepas pour les bons et trées bons candidats. Le
niveau semble meilleur en algebre linéaire que tEsautres domaines.

Les copies sont, dans I'ensemble, bien présentéé&géma présence d'un nombre assez élevé de
candidats qui ne respectent pas la numérotationqdestions, écrivent mal (ce sont souvent les
mémes) et rendent la tache du correcteur pénifpléls sachent qu'ils n'ont rien a gagner a pratiqu

de la sorte, bien au contraire.

Citons également, ceux, en assez grand nombréomjuile nombreuses fautes de calcul (souvent par
manque de concentration) qui perturbent gravengedéfoulement du raisonnement et empéchent de
trouver le bon résultat voire obligent a tricheupke trouver !

Il semble que l'investissement en informatiqueéddt un peu plus intense que les années précédentes,
ce qui est trés bon signe (le langage Scilab semplaire aux candidats) puisqu'’il y avait, comme
d’habitude, pas mal de points & glaner sur cestignss et ceci sans y passer énormément de temps.

Il reste toujours un noyau de candidats qui ne @eus'empécher de faire du remplissage au lieu
d'argumenter face aux questions dont le résultat@me : aucun correcteur n'est dupe, rappelons-le

Précisons pour les futurs candidats qu'ils ne pastobligés de recopier les énoncés des questions
avant de les traiter et quils ne sont pas, nors,phbligés de recopier tout un programme
d'informatique si la question posée était seulerderdompléter quelques instructions manquantes.

Rappelons, comme d’habitude, que I'honnéteté neplgtité, la précision et la rigueur sont des vertu
attendues par tous les correcteurs sans excepti@u’une bonne réponse est toujours une réponse
construite rigoureusement.
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