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Exercice 1

—X

On considere la fonction f définie sur R’ par: Vxe R, f (x) =¢

On considére également la suite (u,) . définie par uy =1 et par la relation u,,, = f(u,). valable
pour tout entier naturel ».
1) a) Dresser le tableau de variation de £, limites comprises.

b) Vérifier que chaque terme de la suite (u,,) est parfaitement défini et strictement positif.

neN

2) Les scripts suivants renvoient, pour celui de gauche, la valeur 5, et pour celui de droite, la valeur 6.
Que sait-on de u5 et ug ? Quelle conjecture peut-on émettre sur le comportement de la suite (un )n ?

eN
u=1 u=1
n=20 n=20
while u>0.00001 while u<100 000
u=exp(-u)/u u=exp(-u)/u
n=n+1l n=n+l
end end
disp(n) disp(n)

3) a) Etudier les variations de la fonction g définie sur R, par: VxeR,, g(x)=e™* —x2.
b) En déduire que I’équation f (x) = x, d’inconnue x, posséde une seule solution, que 1’on notera

x
o, sur R’ .

¢) Montrer que 1 <a<l.
e

4) a) Etablir les deux inégalités : uy >u, et u3 <uy.

b) En déduire les variations des suites (”2")neN et (u2n+1)neN .
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5) On pose : h(x)= {(fof)(x) six>0 .
0six=0
a) Déterminer h(x) pour tout réel x strictement positif et vérifier que % est continue en 0.
b) Résoudre I’équation /(x)=x, d’inconnue x élément de R, .
¢) En déduire la limite de la suite (u5,,1), -

d) Montrer par I’absurde que la suite (”2")neN diverge puis donner lim u,, .
n—>+0

Exercice 2
1) Dans cette question, f est un endomorphisme de R” qui vérifie f o( f —Ia’)2 =0, ou Id désigne

I’endomorphisme identité de R”.
a) Déterminer (f —Id)2 +f o(2ld —f) .
b) En déduire que : Vxe R”, xz(f—lal)2 (x)+( fe(21d-f) )(x)
¢) Utiliser ce dernier résultat pour établir que R” = Ker(f)®Im(f).
2) Dans cette question, fest un endomorphisme de R” tel que : f o(f —1d)e(f —41d)=0.

a) Déterminer un polyndme P du premier degré vérifiant %(X “1)(X-4)+X P(X)=1.

b) En déduire que : R” =Ker(f)®Im(f).
3) Dans cette question, f est un endomorphisme de R” et P est un polynéme annulateur de f, dont le
degré est égal a p (avec p>2), ettel que P(0)=0 et P'(0)#0.

a) Montrer qu’il existe p réels a,,...,a, avec a, #0, telsque P=a X +...+a,X".

b) En déduire que Ker(f)NIm(f)={0}, puis établir que R" =Ker(f)® Im(f).
¢) En quoi cette question est-elle une généralisation des deux questions précédentes ?

Exercice 3
Les questions 1) et 2) sont indépendantes des suivantes.
Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale de parameétres m et 6> (avec ¢ >0). On rappelle
1 _(x_m)z
qu’une densité de X est la fonction ¢,, . définie sur R par: Vxe R, o,, » (x) = e 20
' ' o\2m

On suppose que ’on ne connait pas les paramétres 6, =m et 6, =c> et on souhaite les estimer par

une méthode appelée méthode du maximum de vraisemblance.
Pour ce faire, on considére un n-échantillon (Xj, ..., X)) de la loi de X, avec n>2 . On rappelle que les
variables aléatoires X}, ..., X, sont indépendantes et suivent toutes la méme loi que X.

On appelle vraisemblance du couple (61,62) , la fonction notée L définie par :
L(6,.6,)= 1_[(p9“92 (x,), ol xy, ..., x, sont des réels donnés
i=1

1) Donner I’expression de L(Gl,ez) , puis celle de ln(L(E)l,ez)) en fonction de 6,, 6, etxy, ..., x,.
2) a) Justifier que la fonction f: (6,,6,) > ln(L(Gl,Gz)) , définie sur ouvert U = RxR* , est de
classe C? sur U.
b) Montrer que fadmet un seul point critique A4 = ( é\l, é\z) sur U'tel que :
5=ty x et 0= x5,
n“s ns

c) Déterminer les valeurs des dérivées partielles d’ordre 2 de fen 4.
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On vérifiera en particulier que : 6%52 ( f )( é\l , 6;) =

d) En déduire que fadmet un maximum local en (/6\1, OAZ) .

e) Expliquer pourquoi la fonction L admet aussi un maximum local en (/6\1, OAZ) .

On pose dorénavant ZleX, et Z, =lZ:X,2 —Zz.
n'3 nig

3) Vérifier que 7,, est un estimateur sans biais de m.
4) Montrer que Z, est un estimateur asymptotiquement sans biais de ¢2.
5) On se propose, dans cette question, de montrer que Z, est un estimateur convergent de o2 .

a) Rappeler pourquoi la suite (7,,) converge en probabilité vers m. Qu’en déduire pour la suite

(Z 2) ? Justifier.

n

b) Montrer que X posseéde un moment d’ordre 4. En déduire que la suite (lZX ,.2) converge en
n

i=1
probabilité vers 6% + m?.
¢) Etablir que, pour tout ¢ strictement positif, on a :
€ —2 €
z—) u(‘Xn —m2‘z—)

(|Z,,—62|28)c( 5 5

d) Déduire des questions précédentes que Z, est un estimateur convergent de o2 .

lZ:X,z —(c2+m?)
n i=1

Probléme

Partie 1 : résultats préliminaires
1) Pour chaque entier naturel #, on considére une matrice 4, de MR ), dont I'élément situé a
£me

l'intersection de la ™ ligne et de la /™ colonne est noté a; ;(n), ainsi qu’une matrice 4 de My(R),

-£me

dont I'élément situé a I'intersection de la /™ ligne et de la j*™ colonne est a ;.
On suppose que la suite de matrices (4,)) converge vers la matrice 4, c'est-a-dire que :

Vi, ))e|1,4]x|1,4], L =

(@ peLa]x[L4]. tim q,,(n)=a,

Soient B et C deux autres matrices de My( R ), indépendantes de ».

Montrer que lim BA, = BA. On admet que ceci reste vrai si B appartient a M; 4(R ).

n—»+o0

On admet que lim 4,C = AC et que ceci reste vrai si C appartient a M, ;(R).

n—+o0

On admet également que lim BA,C = BAC.

n—»+o0

4
2) Montrer que, si une matrice 4 de M(R) est telle que, pour tout i de [[1,4]], > a,, est une

iJ
J=1

constante c, alors ¢ est valeur propre de 4.

3) Montrer que si une matrice 4 de My( R ) est diagonalisable, alors la somme de ses valeurs propres,
(chacune étant comptée un nombre de fois égal a la dimension du sous-espace propre associé) est
égale a la trace de 4.

Partie 2 : étude de la matrice d’une chaine de Markov

On considére deux urnes U et V' contenant chacune 3 boules. Au départ, I'urne U contient 3 boules
blanches et I’'urne ¥ contient 3 boules noires.

On effectue une suite de tirages dans ces urnes de la fagon suivante : chaque tirage consiste a tirer au
hasard une boule de chaque urne et a la mettre dans 1’autre urne (un tirage est un échange de 2 boules).
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Pour tout entier naturel », on note X, la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches que
contient U avant le (n+1)™ tirage (c’est-a-dire aprés le n“™ échange) et on a donc X, =3.

On considére le vecteur ligne L, =(P(X, =0) P(X, =1) P(X,=2) P(X,=3)).
4) On suppose n >3 . Déterminer, pour tout couple (7, j) d’éléments de [[0,3]] s By, ooy (X = J).
5) a) On suppose toujours 7> 3. Soit M la matrice de M(R ) dont I’élément de la (i+1)™™ ligne et

de la (j+1)™ colonne est égal a Fx (X, = J) . Justifier soigneusement que M est la matrice
donnée a la question 12).

b) Montrer que : Vn>3, L,,, =L, M . On admet que ce résultat reste valable pour tout » de N..

¢) Endéduireque: VuneN, L, =L, M".
6) a) Montrer sans calcul que 1 est valeur propre de M.

b) On considére les vecteurs F; =(9 -1 -1 9) et F, =(3 1 -1 —3).
Montrer que ‘E; et 'E, sont vecteurs propres de M et donner les valeurs propres associées.

¢) Montrer que, si M est diagonalisable, alors M posséde une quatriéme valeur propre A que I’on
déterminera. Vérifier que A est effectivement valeur propre de M et conclure que M est diagonalisable.

Partie 3 : recherche d’une loi stationnaire
7) Justifier qu’il existe une matrice Q inversible, dont la premiere colonne ne contient que des "1", et
une matrice D diagonale telles que M =QDQ!.

1 000

o w0000

8) Montrerque.nl_l)lilmM =0 0000 o1
0000O0

9) Soit L=({, ¢, (5 (,)lapremiére ligne de Q.
a) En utilisant la relation Q-'M = DQ~', montrerque : {; =0, et (, =(5=9(,.

b) Conclure, en considérant le produit O~'Q, que /, =2—0.
10) Déduire de ce qui précéde les 16 coefficients de la matrice lim M”.

n—>+w0
11) On considére une autre expérience aléatoire qui consiste a tirer 3 boules, une par une et sans
remise, dans une urne qui en contient 6, dont 3 sont blanches et 3 sont noires.

On note B, (resp. N, ) I’événement « obtenir une boule blanche (resp. noire) au K™ tirage » et X la

variable aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues.
a) Quelle est la loi de X ?

P(X =0)
o X =1 .
b) Vérifier que est vecteur propre de ' M , associé a la valeur propre 1.
P(X =2)
P(X =3)

¢) Montrer que la suite (X;,) converge en loi vers X.

12) On rappelle que la commande X = grand (n, ‘markov’, M, X0) renvoie les n premiers états
suivant I’état initial X, d’une chaine de Markov de matrice M et on rappelle également que Scilab
assimile un booléen vrai au nombre 1 et un booléen faux au nombre 0.

On considére le script suivant :

n = input (‘entrez la valeur de n :')

M=71(0,1,0,0 ; 1/9,4/9,4/9,0 ; 0,4/9,4/9,1/9 ; 0,0,1,0]

X =grand(n, 'markov’ ,M,4)-1

f =sum(X==0) /n

disp (f)

De quelle valeur exacte le contenu de fest-il proche lorsque 7 est assez grand ?
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Corrige 2016

= (o (o=

1) a) e La fonction f est bien définie sur R” et de classe C' en tant que quotient

(bien défini) de fonctions de classe C'.

Pour tout x de R” ,ona: f’(x) = —xe‘x2— < - < (12+ X) .
X

X
Comme e est strictement positif pour tout x, et comme x et (1 + x) sont aussi

strictement positifs (car x est dans R’ ), ona: Vxe R}, f'(x)<0.

Ceci prouve que fest strictement décroissante sur R’ .

. liml=+oo et lime™ =1 donc lim f(x)=+w0.

x=>0" x x—07* x—0"

o limL=0 et lime~ =0 donc lim f(x)=0.

x>+ x X—>+00 X—>+00

On a donc le tableau de variation suivant :

X 0 +00

1) -
+o0
f \
b) Par récurrence.

e Pour n=0, le terme u, est bien défini (par I’énoncé) et il vaut 1 donc il est

0

strictement positif.
e Si 'on suppose, pour un entier naturel » fixé, que u, est bien défini et que

u, >0, alors on peut appliquer la fonction fa u,, ce qui définit correctement u,,;,
et comme de plus, farrive dans R, ona u,,, = f(u,)>0.

e Conclusion :

Chaque terme de la suite (un )nEN est parfaitement défini et strictement positif

2) En lisant le script de gauche, on constate que u; <0,00001, mais en lisant celui
de droite, on constate cette fois que u, >100000.

On peut conjecturer que la suite (un )nEN diverge, et plus hardiment, que :

lim u,,,, =0 et lim u,, =+

n—>+w n—>+o0
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3) a) La fonction g est de classe C' sur R, comme différence de fonctions de
classe C' sur R, et on a, pour tout x positif :
g'(x)=—e>—2x=—(e +2x)

Comme x>0 et e* >0, il est évident que : g’(x) < 0. Par conséquent :

g est strictement décroissante sur R,

b) Pour tout x>0, o0na:

=X

B e
f(x)=xe .

Ona g(O) =1et lim g(x) =—. De plus, g est continue (elle est méme de classe

=xoer=x><g(x)=0

C") sur R, et strictement décroissante donc elle réalise une bijection de R, sur
]-.1]. Comme 0 appartient & |—o0,1], I’équation g(x)=0 possede une seule
solution dans R, , et méme dans R’ (car g(0)=0).

Comme g(x)=0< f(x)=x, on déduit de tout ceci :

L’équation f (x) = x posséde une seule solution dans R’

¢) Comme on note a la solution de 1’équation f(x) =x,ona f(oc) =a.
On a g(l) =l—1 <0 et g(a)=0 donc g(a)>g(l), comme g décroit
e
strictement sur R* ,ona: a<1.
Comme o <1, en appliquant la fonction f strictement décroissante sur R’ , on

obtient f(a)> f(1), ce qui s’écrit : o >1
e

Bilan :

l<oc<1
e

4) a) Ona u, =1 donc :

L

U, =f(u0):f(1):é et u, =f(u1)=f(é):exexp(—é) =e ¢

1 . .
Comme 1-—>0, onobtient u, >1,d’ou: u, >u,.
e

Ayant u, >u,, en appliquant f décroissante, on a 1 (u,) < f(u,), soit u; <u,.
Conclusion :

U, >u, et u, <u,
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b) On montre que u,,,, >u,, par récurrence.
e Pour n=0, on sait que u, >u, donc la proposition est vraie a 1’ordre 0.
e Si ’on suppose, pour un entier naturel » fixé, que u,, , >u,, , alors on peut
appliquer la fonction / décroissante, ce qui donne f'(u,,,,) < f (u,,). ¢’est-a-dire :
u,, ., <u,,. .Enappliquant fune fois de plus, on trouve : u,, ., >u,, ,.

e Conclusion: Vne N, u, ,>u,, .

La suite (u,,) . est croissante

En appliquant f'a I'inégalité u,, ., >u,, , on trouve (par décroissance de f'):

VneN, u, 5 <,

La suite (,,,,), _, est décroissante

5) a) Pour tout x strictement positif, on a :

h(x)=(fof)(x)= ;_(fi:; =e—)_cxe’f(x) = xexp(x— f(x))= xexp(x—%).

Onavuque lim f(x)=+eo donc lim (x=f(x))=—o0.

Onadonc lim exp(x— f(x)) =0, ce qui donne : lim h(x)=0="h(0).

Conclusion :

‘ h est continue en 0 ‘

b) On a déja /(0)=0 donc 0 est une solution de I’équation A(x)=x.
Pour x strictement positif, on a les équivalences suivantes :
h(x) =x& xexp(x —f(x)) =x& x(l —exp(x —f(x))) =0.
h(x)zx@exp(x—f(x))zl@x—f(x):O(:)f(x)zx@x:OL

La derniere égalité provient de la question 3b).
Finalement :

h(x)=x<x=0oux=a

¢) La suite (u,,,,) . est décroissante et minorée par 0 (car tous les termes de

neN
la suite sont positifs) donc elle est convergente. En notant ¢ sa limite, comme on
au,,,=(fof)u,,)="h(u,,,) et comme A est continue sur R, ¢ est un point
fixe de h, donc : h(()=".

D’aprés la question 5b), on a deux options : (=0 ou (=a..
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1 : . s
Comme u, =— et comme u,,,, <u, (la suite (u,,,,) . étant décroissante), on en

e neN

. 1 N . 1
déduit : u,, , <—. En passant a la limite, on obtient : { <—.
e e

: : : . : 1 :
Ceci rend I’option ( =a impossible puisque I’on a vu que o >— donc il ne reste
e

que ’option : (=0.

limu,, =0

n—>+0

d) La suite (u,,)

limite est +oo. On raisonne par [’absurde en supposant que (uZn)nEN est

oy ©st croissante et la question 2) laisse entendre que sa

convergente de limite (. Comme on a u,, , =(f o f)(u,,)=h(u,,) et comme &
est continue sur R, on sait, ici aussi, que : h(ﬁ ) =/.
D’aprés la question 5b),ona (=0 ou (=«

Comme u,, >u, (la suite (u2n )nEN est croissante), on a, par passage a la limite

(>u,,soitencore : (>1.
Pour finir, on sait que o <1 donc les deux valeurs possibles de ¢ (qui sont 0 et o)

ne sont pas acceptables, ce qui prouve que la suite (uz,7 )nEN est divergente, et

comme elle est croissante, on a :

lim u,, =+

n—>+o0

D =] o (o3 = 3072

1) a) Comme /d et f commutent, on a, en développant :

(f-1dY + fo(20d—f)=f2=2f+1d+2f - f*

Apres simplification, il reste :

(f—1d) +fo(20d - f)=1d

b) En appliquant cette égalité a un vecteur x quelconque de R”, on obtient :
1d(x)=((f - 1d)" + f =(21d - £))(x)

Par définition de 1’addition des applications, on en déduit :

v= (/1) (x)+( /(20 1))(x)

¢)eOna f((f—[oz’)2 (x)) = (f o(f—]d)z)(x), or on sait par hypothése que
fo(f=1d) =0 donc: f((f-1d) (x))=0,.
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On a donc déja :

(f —1dY (x)eKer(f)

e Onaaussi ( fo(20d - f))(x)=f((20d - f)(x)) , Ce qui prouve que :

(f=(21d - f))(x) € Im(/)

Les deux résultats précédents montrent que : R” =Ker (/) +Im( f).
Comme dimKer(/)+ dimIm( /)=dimR", on peut conclure :

R" =Ker(f)® Im(f)

Remarque. On pouvait, a la place de la formule du rang, montrer que
Ker(f)nIm(f)= {ORn } , mais ¢’était plus long.

2) a) En développant, on a :

1 1 1 5 1 5

—(X-1)(X-4)-1=—(X>-5X+4 —1=—X2——X=X(—X——)

(X=X =4)—1=7( t) 1= X 753
On peut donc écrire : i(X—l)(X—4)+X(—%X+%)=1

En posant P(X)= —%X +%, on a bien :

i(x-1)(x-4)+xp(x):1

b) En remplagant X par f, cette relation devient :

%(f—ld)o(f—4ld)+foP(f)=Id
En appliquant a x, on obtient :
[d(x)z(%(f—ld)o(f—4ld)+foP(f)) (x)

Toujours par définition de I"addition des applications, on a
v = (1) o (£ = 410)) () + (= P(£))()

On va maintenant montrer que i(( f=1Id)o(f—4Id))(x) appartient & Ker(f)

etque (f o P(f))(x) appartienta Im(f).

Ona f(i((f— Id)o(f - 4Id))(x)) :i(f o(f —Id)o(f - 41d))(x) =0, , car

fo(f—1Id)o(f-41d)=0.
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On a donc bien montré que :
%((f —1d)o(f - 4Id))(x) appartient & Ker( /)

Onaaussi (/o P(f))(x)= f(P(f)(x)) , ce qui prouve bien que :
(f o P(f))(x) appartient a Im( f)
Les deux résultats précédents montrent que : R" =Ker (/) +Im( f)

Comme dimKer(/)+ dimIm( f)=dimR", on peut conclure :

R" =Ker(f)® Im(f)

3) a) Soit p le degré de P. On sait que P s’annule en 0 donc on peut écrire
P = X0, ou Q est un polynome de degré égal a p—1. De plus, on sait que P' ne

s’annule pas en 0, et comme P'=XQ'+Q alors P'(0)=0+0(0)=0(0), ce qui
prouve que Q(0)=0.
On peut donc écrire Q =a, +a,X +...+a, X", avec a, #0. En remplagant dans

I’égalité¢ P =XQ,ontrouvebien: P=ag X +..+a,X".

b) e Soit y un élément de Im( /), alors il existe un x de E tel que y = f(x).
D’autre part, comme y appartient 4 Ker( /), ona f(»)=0. De ces deux égalités,
on en déduit que f(f(x)) =0, ce qui s’écrit : f?(x)=0.

e Pour tout entier k=2, ona: f*(x)=f*2(f2(x))=/*2(0)=0 (cette
derniére égalité provenant du fait que f*? est linéaire).
e Comme de plus, P est annulateur de f,ona: g, f +...+a,f" =0.

En appliquant au vecteur x, on obtient : a,f (x)+...+a,f”(x) =0, mais pour tout
entier k supérieur ou égal a2, ona f* (x) =0 donc il reste a, f (x) =0. Pour finir,
comme a, # 0, onen déduit: f(x)=0, et comme y= f(x),onobtient: y=0.
On vient de montrer que Ker( /)N Im( /)< {0}et comme I’inclusion réciproque
est acquise (le vecteur nul appartient a tous les espaces vectoriels), on a
finalement : Ker( ) Im(f)={0}.

La formule du rang assure que dim Ker ( /)+dim Im (/)= dim E, ce qui permet de

conclure :

R" =Ker(f)®Im(f)

¢) Les polyndmes annulateurs de f'dans les deux questions précédentes étaient
X3-2X2+X et X?-5X%2+4X qui sont tous les deux des cas particuliers de
polyndmes vérifiant P(0)=0 et P'(0)#0.
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=] o Lo = 0

1) Ona L(9,,0, ¢ X;) 26,
(6,.6,) = H 0. 62 \/— \/E
Par propriété de la fonctlon exponentlelle et du produit, on en déduit :

n n(xl_el)z 1 < 2
1 1\ -2 1Y ———>(x-0))
£(0,.0,)=| —— (—) e 5 2 =(—) o, Wt
(1 2) (\/62j N2n Van) 2

! 2-20 x; 92
L(6,.6,)= n)"”? 0,7 ¢ 292(; 12 +Z )

Finalement :

1 (v, n .
L(Gbez) = (271)_n/2 Gz—n/2 Q_E(IZ:EXI —Zelgx,+nel )

1 . . .
Comme ——>0, 6, =0 >0 et comme la fonction exponentielle est strictement

V2n

positive, on peut prendre le logarithme népérien, ce qui donne :

ln(L(Gl,Gz))=——1n(2n)——1n92 —g(Zx —ZGIZx + 162 )

2 Ni=l i=1

2) a) La fonction f=InL est de classe C? sur Rx R’ car (6,,6,) — In6, et

(0,.6,) - _E(ZX —ZGIZx +n0,? ) sont de classe C? sur RxR} (la
2 i=1

premiere comme composée d’une fonction coordonnée avec la fonction In et la

deuxiéme comme fraction rationnelle a dénominateur non nul).

b) On cherche le (ou les) point(s) critique(s) :

2,(7)(6,.6,) = —%(—Zixi+2n91) (Zx 10 )

2 i=l1 2 i=1

1 n
0,(f)(6,.6,) = —%+ 27 (Zl:x,-z _29121:’% +n912)

On résout maintenant V( /)(6,,6,) =0, ce qui équivaut a :
Gi(,-zf:xi —nel) =0
(Zx —2912x +n0,? )=

292 292 i=1
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1 n
_;lzzllxl
%(ixlz ZGIixi + neﬁ)

i=1 i=1

On trouve alors :

n
Comme la premiere égalité¢ donne Zx,. =n0,, on obtient, en remplagant dans la
i=1

deuxiéme : 62=l(2xi2—2n912+n912) (Zx —nez) Zx -0,2.
n\izy

La fonction f'a donc un seul point critique ( 0, 92) sur RxR’ etona:

- 1 ~ 1& , =2
- =

¢) Les dérivées partielles d’ordre 2 sont :
n

a12,1(f)(91>92)= I

2

02 (/)(0,.6,) = a%,l(f)(el’OZ):_Lz(zn:xi_nel):L(nel_gxi)'

Schwarz 922

33, (/)(6,.6,) = 26—2——(Zx —2912x+n92)

0;
En le point critique, on obtient :

0? 0,0,|=——.
5(f)(0:.6,) 5
2 Y 2 ' 1 C
alz(f)(elv92)=821(f)(91>92)=e_2(”91_zxz)
2 i1

o~ 1 n __n -

a%z(f)( 1=92)= /n\z /3 (Zx,-z—Z@lZXﬁn@l )
292 5 i=1 i=1
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2
Il reste a utiliser 1’égalité 62 =—Zx 0, , soit n 92 = Zx 6, pour
i=1 i=l1
simplifier la derniére dérivée partielle d’ordre 2 et on obtient :
~ =~ n 1 =~ n n -n
a%,2(]()(91592)= — 2 3 xnb, = —2 )

—~2

20, 6, 20, 0, 20,

—~

d) Finalement, la hessienne de f'en (é\l, 62) est la matrice :

_n 0
2 o 0
\ (f)(61,62)= -n
0
20,

Cette matrice est diagonale donc ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux,

n . . o . ~ =~
— et ——-, qui sont tous deux strictement négatifs. La matrice V*( f )( 0,, 62)
9, 20

2

est donc définie négative et on peut conclure :

f possede un maximum local en (é\l, é\z)

~ ~

e) D’apres le résultat précédent, il existe un voisinage V' de (61, 92), tel que

pour tout (6,,6,) ¢élément de V, ona: f(6,,0,)< f(é\l, é;) En appliquant la
fonction exponentielle qui est croissante, on obtient :
(0,.6,) eV, L(6,,0,)<L(6,,0,)

Ceci prouve que :

L admet aussi un maximum local en ( 0,, 62)

3) Par linéarité de I’espérance, on a : E( ) ZE(X )=

1
—Z == >< nm=m
nia

Ceci prouve que :

X, estun estimateur sans biais de m

4) Par linéarité de I’espérance, ona: E(Z,)= lzn: E(X?)- E(Z 2) :
n -

I1 reste a déterminer les moments d’ordre 2 de X, et de X, , et comme on connait
leurs variances, on utilise le théoréme de Koenig-Huygens ("a I’envers") :

E(X2)=V(X)+(E(X,)) =c*+m*.
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E(Yz) - V(?)JF(E(?))2 =%2+m2.
On remplace dans E(Z,), ce qui donne :

E(Z )=%Zn:(62+m2)—(%2+m2) =lxn(62+m2)—(6—2+m2).

n
i=1 n n

2 -
E(Zn)=02+m2—(c—+m2)=n—102.
n n

Comme lim E(Z,) = lim L PR , on peut affirmer que :

n—>+o0 n—+0  p

Z estun estimateur asymptotiquement sans biais de ¢

5) a) La loi faible des grands nombres appliquée a la suite de variables (XX,) qui

sont indépendantes, qui ont une espérance m et une variance ¢, garantit que :

La suite (X n) converge en probabilité vers m

Comme la fonction "carré" est continue sur R, on est certain que :

. 2 oq1e, »
La suite (X ) ) converge en probabilité vers m?

b) Il faut montrer la convergence absolue de I’intégrale J‘_HO x4(Pm,cz (x)dx qui

n’a pas d’autre impropreté qu’en —co et +oo puisque la fonction intégrée est
continue sur R.
On utilise un test de Riemann :

_(x_’n)z _(x_m)z
L Y= ! (x—m)’e 2o
cV2n

Or on peut écrire :

_=m) (CY\/E)é()c—mj6 Gm)® (G\/E)6 (x—m)2 ’ _Ge=m)?
e = .

x2 x x4(Pm,c;2 (x) = ;O oom

6
x—m) e 262 — 2062 — e 2062
c 27t( ) ov2n L o2 ovV2n 262

6
(G\/E) limule =0

2
M, on obtient : lim x?xx'¢ _, (x)=
. o2 Ut

62 x—>to0

(par croissances comparées).

En posant u =

Par conséquent, ona: x'p ,(x)=o (L)

m,c T x2

. ° ] e s
Comme I’intégrale L+ —dx est absolument convergente en tant qu’intégrale de
X

Riemann de paramétre 2>1, alors grace au critére de négligeabilité pour les
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. Ie . . o . 5 , +0
intégrales de fonctions continues positives, l’intégrale _[ 1 x'o, (x)dx est
absolument convergente

N L -1 . .
De méme, I'intégrale j —dx est aussi absolument convergente, et toujours
o

grace au critere de négligeabilité pour les intégrales de fonctions continues

.- . -1
positives, I’intégrale j_ x'o, (x)dx est absolument convergente.
Comme la fonction x> x'e (x) est continue sur [-1,1], Dintégrale

J‘_ll X', (x)dx existe et ainsi : I _+: xX'o, (x)dx est absolument convergente.

Conclusion :

‘ X possede un moment d’ordre 4 ‘

Les variables X[,...,X,” possedent une espérance o”+m?, de plus, comme X
posséde un moment d’ordre 4, les variables X?,...,X,? possédent un moment

d’ordre 2, donc une variance.
Pour finir, les variables X?,..,X,? sont mutuellement indépendantes car

X,,....X, le sont (lemme des coalitions), et on peut appliquer la loi faible des
grands nombres qui affirme que :

L (1 i
La suite (—Z X ,2) converge en probabilité vers c> + m?
n -

¢) On va montrer que :

(12,-0*|2¢) < LS X2 ot e mt
n -

2%)\)(\22—#\2%)

SOitA=(|Zn—GZ|ZS) et B=(‘%§Xﬁ—(c2+m2) Zg)u(‘zz—m2‘2§),

Au lieu de montrer que 4 c B, on va montrer (c’est plus pratique) que Bc A

On a §=( lZ)(Iz—(cszﬂnz)
n -

- 2 -5 T
<§)m(‘Xn —m2‘<§) et si B est réalisé,

1 n -2 . r1e s
alors on a ( =Y X2 +m» <§) et (‘Xn —m2‘<§) qui sont réalisés.
n-

De plus,ona:

2| =
|Z,-0*|=

lZXlz —ZZ—GZ
n -

lzn:X,z —(c? +m2)—(fz—m2)
n -

On en déduit grace a I’inégalité triangulaire :

|Zn -o’ |S lzn:Xf —(c?+m?) +‘Zz—m2
nig
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. . 1
Par conséquent, si (‘— > X2 - +m®
n i

<E) et (‘Zz—m2‘<3) sont
2 2
réalisés, alors ( | Z —ao? | <g€ ) ’est aussi.

Ceci prouve que Bc A et on en déduit que A c B, c’est-a-dire que, pour tout €
strictement positif, on a :

(|Z"—62|28)C(

%Z:X,z —(c?+m> Zg)U(‘Zz—mz‘zg)

d) Par croissance de la probabilit¢ et graice a la formule
P(EUF)<P(E)+P(F), qui est une conséquence de la formule du crible, on
obtient :

P(|Z,-o*|22)< P

1 n
=Y X2=(c?+m>
n -

2%)+P(\Zz—m2\zg)

La premicre probabilité du membre de droite tend vers 0 d’apres la question 5b) et
la deuxiéme probabilité du membre de droite tend vers 0 d’aprés la question 5a),
donc, par encadrement (une probabilité est positive) :

lim P(|Z,—-o?|2¢)=0

n—>+c0

Conclusion :

Z, est un estimateur convergent de o’

o 0] o] =Y 1 2 1=

Partie 1 : résultats préliminaires
1) En notant b, ; I’élément de la matrice B situé a l'intersection de la i ligne et
de la jéme colonne, I’élément de la matrice BA4,, situé a l'intersection de la jome ligne

n
™ colonne est: Y b, a, (n). Comme lima, (n)=aq,,, alors par

k=1 n—>+0

et de la j¢

n n
produit et somme de limites finies, on a: lim dbia.,(n)=2b,a.,, ce qui
k=1 k=1

est 1’élément de la matrice B4 situé a l'intersection de la i™ ligne et de la j*™
colonne.
Conclusion :

lim BA, = BA

n—>+m
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1
: : : 1 .
2) Si on fait le produit de 4 par le vecteur 1t on obtient :
1
4
Zal,f
J=1
1 24: c 1
a,
1 = 1
A = /= = ¢ =C
1 Z“:a c 1
1) |97 e 1
4
2.4,

(.
I
—_

Ceci montre que :

| ¢ est valeur propre de 4

3) Une matrice 4 de My(R) est diagonalisable si, et seulement si, elle est
semblable a une matrice D diagonale dont les éléments diagonaux sont les valeurs
propres de 4.

Comme deux matrices semblables ont méme trace, on peut conclure que la
somme des valeurs propres de 4 (c’est la trace de D) est égale a la trace de 4.

Partie 2 : étude de la matrice d’une chaine de Markov
4) Comme n>3, on est sir que les événements qui conditionnent ne sont pas de
probabilité nulle car en effet, on a: X, (Q)={2}, X, (Q)={1,2,3} et, pour tout

entier n supérieur ou égal a 3, X, (Q)={0,1,2,3}.

e Cherchons £, _,(X,,, =) : si 'urne contient zéro boule blanche (c’est-a-dire

eme eme

3 boules noires) avant le (n+1)™" tirage, alors apres le (n+1)" tirage, il y aura
une boule blanche a coup siir dans 1'urne U : en effet, lors du (n+1)™ tirage, il y
a échange certain d’une boule noire de U avec une boule blanche de V.
Conclusion :

By _oX,y=D=let By (X,,,=0)=Fy (X, =2)=Fy 4 (X,,,=3)=0

e Cherchons £, _ (X, =) : si 'urne contient une boule blanche (c’est-a-
dire 2 boules noires) avant le (7 +1 yeme
du (n+1)" tirage :
® Soit on pioche la boule blanche de U et une boule blanche de Vet dans ce cas il

y a toujours une boule blanche dans U, événement de probabilité %x % = g

9

tirage, alors il y a quatre possibilités lors
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® Soit on pioche une boule noire de U et la boule noire de Vet dans ce cas il y a

toujours une boule blanche dans U, événement de probabilité %x % = %
© Soit on pioche la boule blanche de U et la boule noire de /' et dans ce casil y a
z€ro boule blanche dans U, événement de probabilité %x 1_ é .
® Soit on pioche une boule noire de U et une boule blanche de V et dans ce cas il
y a deux boules blanches dans U, événement de probabilité %x % = g .
Avec @ et @, par incompatibilité : £, _(X,,, =1)= % +§ = g
Avec® : I, (X, =0) :é
Avec @ : I, (X, =2) :g
Comme on échange une seule boule, on a bien sir : £, _ (X,,, =3)=0.
Conclusion :

P (X =0 = By (X, =3) =0

4

RXW=1)(XH+1 =D= RX”=1)(Xn+1 =2)= 9

e Cherchons £, _,(X,,, =) : si I'urne contient deux boules blanches (c’est-
a-dire une boule noire) avant le (n+1)™
lors du (n+1)" tirage :
® Soit on pioche la boule noire de U et une boule noire de J et dans ce cas il y a

toujours deux boules blanches dans U, événement de probabilité %x % = %

tirage, alors il y a quatre possibilités

@® Soit on pioche une boule blanche de U et la boule blanche de Vet dans ce cas il

y a toujours deux boules blanches dans U, événement de probabilité %x% = % .

© Soit on pioche la boule noire de U et la boule blanche de /' et dans ce casil y a
trois boules blanches dans U, événement de probabilité 1 X 1_ é .

® Soit on pioche une boule blanche de U et une boule noire de V et dans ce cas il
y a une boule blanche dans U, événement de probabilité %x % = g .

Avec @ et @, par incompatibilité : £, _, (X,,, =2)= % +§ :g

1
Avec ® : I, _, (X, :3):5
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4
Avec @ : I, (X, =1 =5

Comme on échange une seule boule, on a bien sir : 7, _, (X,,, =0)=0.
Conclusion :

1
P(X,,=2)(Xn+1 =0)=0, P(Xn=2)(Xn+1 =3)= 5

4
P(Xn =2)(Xn+l = 1) = P(X,,=2)(X = 2) = 6

n

e Cherchons F, _; (X,,, =) :sil’urne contient trois boules blanches (c’est-a-
dire zéro boule noire) avant le (n+1 )™ tirage, alors il est certain, lors du
(n+1)"" tirage, que ’on échangera I’une des boules blanches de U avec une des

boules noires de V, donc :

P(Xﬂ =3)(Xn+1 = 2) = 1 et EXn =3)(Xn+1 = O) = ])(Xﬂ=3)(Xn+1 = 1) = P(Xn =3)(Xn+l = 3) = 0

5) a) Il suffit d’écrire sous forme matricielle les résultats de la question
précédente et on obtient, pour tout entier naturel » supérieur ou égal a 3 :

0 1 0 0
1/9 4/9 4/9 0

0 4/9 4/9 1/9
0 0 1 0

On vérifie qu’effectivement M est la matrice donnée a la question 12).

b) Les événements (X, =0), (X, =1), (X, =2), (X, =3) sont de probabilités
non nulles dés que n>3, et la formule des probabilités totales, associée au
systéme complet d’événements (X, = j )OsjS3 , s’écrit :

4
Vi e[03] P(X,. =1)= 2 P(X, = )Ry, (X, =)
ya

D’apres la question précédente, on connait toutes les probabilités conditionnelles,
il suffit donc de les remplacer (en faisant attention) pour les 4 valeurs possibles de
i et on trouve :

P(X,,=0)=5P(X, =1).
P(Xn+1 :1):P(Xn =O)+3P(Xn =1)+gP(Xn :2)
P(X,=2) =2 p(X, 1)+ 2p(x, =2)+ P(X, =3)

P(X,,, :3):%13()(” ~2)
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Pour conclure, tout ceci s’écrit matriciellement :

1/9
P(X,,=0)=(P(X,=0) P(X,=1) P(X,=2) P(X, = 3)){ .

n+

P(X,,, =1)=(P(X,=0) P(X,=1) P(X,=2) P(X, _3)) wol

n+l

P(X,,=2)=(P(X,=0) P(X,=1) P(X,=2) P(X,=3))

P(X,., =3)=(P(X,=0) P(X,=1) P(X,=2) P(X,=3))

n+

{4/9 '
{1/9 '

Avec les notations de 1’énoncé, on obtient :

VneN, L, =L M

Remarque. L’énoncé ne le demande pas, mais on peut montrer que les 4 égalités
obtenues plus haut restent valables pour » =0 puisqu’elles donnent :

P(X;=0)=0, P(X,=1)=0, P(X,=2)=1 et P(X,=3)=0, en accord avec
X () ={2}.
Elles sont aussi valables pour n =1 puisqu’elles donnent :

P(X,=0)=0, P(X,=1)=— (echange d’une boule blanche de U et d’une boule
noire de V), P(X, =2)= (echange de 2 boules blanches ou de 2 boules noires),

et P(X,=3)= (echange d’une boule noire de U et d’une boule blanche de V).
Elles sont aussi Valables pour n =2 puisqu’elles donnent :
P(X;=0)=0, P(X; =1)=g, P (X, =2)=g et P(X; =3)=é , ce qu’il est

facile de vérifier en écrivant la formule des probabilités totales associée au
systéme complet d’événements de probabilité non nulle (X =7 )15 i

¢) On procede par récurrence.
ePour n=0,0ona LM’ =L I=1L,.
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e Si I’on suppose, pour un » fixé dans N, que L, =L, M", alors comme
L.=L M,onaenremplagant: L , =L M"M =L M"".
e Conclusion :

VneN, L =L, M"

6) a) Les sommes des éléments de chaque ligne sont toutes égales a 1 donc,
d’apres la question 2), on sait que :

‘ 1 est valeur propre de M

b) 11 suffit de faire les calculs :

0 1 0 0 9 -1 9
1/79 4/9 4/9 0 -1 1/9 11 -1 1
M'E, = = =-7 =—='E,.
0 4/9 4/9 1/9| -1 1/9 9| -1 9
0 0 1 0 9 -1 9
0 1 0 0 3 1 1 3
1/9 4/9 4/9 0 1 3/9 1/3 11 1 1
M1E2= - — — =—[E2
0 4/9 4/9 1/9]| -1 -3/9 -1/3| 3|-1 3

0 0 1 0 {3 -1 -1 -3

‘E, et 'E, sont vecteurs propres de M associés respectivement aux valeurs

propres 1 et 1
9 3

¢) Si I’on suppose M est diagonalisable, alors, d’apres la question 3), la somme

. \ . .8
de ses valeurs propres est égale a sa trace. Or la trace de M est égale a 35’ et pour

I’instant, la somme des trois valeurs propres de M vaut 1— é +% 1

9
: . . 1
Ceci prouve que M posséde une quatriéme valeur propre, en I’occurrence : 3

Ce raisonnement montre que, si M posséde une quatrieme valeur propre, alors

1 . .
cette valeur propre est 3 mais rien n’est encore fait !

Vérifions donc que —% est effectivement valeur propre de M :

173 1 0 0

1 1/9 7/9 4/9 0
M+—1=

3 0 4/9 7/9 1/9

0 0 1 1/3
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Avec la transformation L, <- 3L, — L, on obtient :
/3 1 0 0
0 4/3 4/3 0
0 4/9 7/9 1/9
0 0 1 1/3
Avec la transformation L, <~ 3L, — L,, on obtient :
/3 1 0 0
0 4/3 4/3 0
0 0 1 1/3
0 0 1 1/3
Les deux derniéres lignes étant égales, cette matrice n’est pas inversible donc

M+ %I n’est pas inversible, ce qui prouve que —% est valeur propre de M.

Pour conclure, M est une matrice d’ordre 4 et elle possede 4 valeurs propres
distinctes donc :

‘ M est diagonalisable ‘

Partie 3 : recherche d’une loi stationnaire
7) Comme M est diagonalisable, on sait qu’il existe une matrice Q inversible et
une matrice D diagonale telles que :

M =0DQ"'

Comme 1 est valeur propre de M associée au sous-espace propre engendré par
1 1

1
, on peut choisir la premiére colonne de M égale a , et la premiére colonne

[S O —
(S —

de D égale a

o o o =

8) Par récurrence, on montre que : Vne N, M" =QD"Q™".

ePour n=0, OD°0'=Q0I0"'=00"'=1=M".

e Si I’on suppose pour un » fixé dans N que M" =QD"Q", alorsona:

M"' = MM" =(QDQ™)(QD'0") = 0D(Q"'Q)D'Q"! = ODID'Q™ = ODD'Q"
On trouve bien: M""' =0 D" Q.

e Conclusion :

VneN, M"=0D"Q"!
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La premiére colonne de D est imposée et on choisit un ordre arbitraire pour les

1 0 0 O
0-1/9 0 0
autres, on peut donc prendre D =
0 0 1/3 0
0 0 0 -1/3
On a alors :
1 0
0 (-1/9)"
o)
0 0 (1/3)
0 0 1/3
1 0 0 0
0 0 0O
Comme |——|<1,|=|<let|——|<1donc: lim D" =
n—>+o 0O 0 0 O
0 0 0O

Gréce au résultat admis de la question 1), ona lim M" = Q( lim D" )Q‘l et on en

n—>+0 n—>+0

déduit :
1 00O
lim M"=Q 0000 o
n—+e 0 00O
0 00O
9) a) e La premiére ligne de la matrice Q7'M est :
0O 1 0 0
(¢, 0,0,0,) 179479479 0 =(€—2 : €1+M2+M3 : 4£2+4£3+£4 &j
0 4/94/91/9 9 9 9 9 9 9
0 0 1 0
e La premiére ligne de la matrice DO est :
0 0, 0L,
X X X
(1000)><><><>< =(0, 0, 04 0,)
X X X X

Comme ona M =QDQ™", alors Q"M =DQ" et les deux premieres lignes de

ces matrices sont égales, ce qui donne :

1 4, 4 4, 4 1
(—32 faobesl, LSl 5E3):(€‘ 6 0 0)
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(,=9¢,
l,=9¢
5 4 2 1
boghtgh=0 s 4, =0
On trouve alors : , systeme équivalent a : .
4 5 40, =50, +(,=0
—l,—=L;+(,=0
9 9 (,=9¢(,
(,=90,
l, =90,
. b=t
On en déduit :
b=t
(,=9¢,
Conclusion :

(=1L, et (,=1(,=9C,

b) On sait que Q7'Q =1, ce qui s’écrit (avec le peu que I’on connaisse de ces
matrices) :
00, Ly 0,1 x x x 1000
X X X X ||[1xxx 0100

X x x x [|1xxx 0010

x x x x J\1xxx 0001
On en déduit en identifiant les termes en haut a gauche : (, +(, +(,+(, =1.
En injectant les relations (, =(, et {, =(, =9(,, on obtient : 20(, =1
Finalement :

1
l,=—
t20
1 0 0 01 9 9 1 1 9 91
) ; 110 0 0 Ofx x x x 110 0 0 O
10) Ona (hmD )Q‘1=— -
>+ 2000 0 0 Of|x x x x| 200 0 O O
0 0 0 0){x x x x 00 0 O
1 x x x)}1 9 9 1
. . " ) 0 11 x x x|0O 0 0 O
On a maintenant : lim M :Q( lim D )Q‘I:—
n—>+0 n—>+0 201 X X X O O 0 0
I x x x)I0 0 0 O
On adonc:
1 9 91
} 111 9 91
lim M" =—
N>+ 2001 9 9 1
1 9 91
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11) a) e Ona X (Q)=[0.3].
e Réaliser (X =O), c’est ne tirer que des boules noires donc

(X =0)=N, NN, NN,, etavec la formule des probabilités composées, on a :
P(X =0)= é 2 X 1 = 1
6 5 4 20

e Réaliser (X = 1) , ¢’est tirer une boule blanche et deux boules noires donc
(X =1)=(B,n N, N,)n(N,nB,nN;)n(N, "N, N B,), et toujours avec la
formule des probabilités composées :

P(X =1)=2xx243x3,2,3,2,3_ 3,3, 3_ 9
65465465420202020
e Réaliser ( ) ¢’est tirer une boule noire et deux boules blanches donc

(X=2)=(N,nB,nB;)N(B

NN,NB;)N(B,nB,NN,) et on trouve cette
fois : P(X = 2)_§ 3,2,3.3 2+§ 2 3.3,3,3_9
5465465420202020
c’es

e Réaliser (X =3) st ne tirer que des boules blanches donc

(X =3)=B,n B, N B,, etavec la formule des probabilités composées, on a :

ST NI
6 5 4 20
Pour résumer, la loi de X est donnée par :

P(X:O)=P(X:3)=% et P(X=1)=P(X:2):%

P(X =0)
s P(X =1) s
b) Pour vérifier que PX=2) est vecteur propre de ‘M , associé a la valeur
P(X =3)
P(X =0) 1
P(X =1) 1 9 )
propre 1, on calcule ‘M =—'M , ce qui donne :
P(X=2)| 20 9
P(X =3) 1
P(X =0) 0 1/9 0 0)\(1 1
A PX=D 1| 4/9 4/9 019 119
P(X=2)| 2010 4/9 4/9 19| 20(9
P(X =3) 0 0 1/9 o)1 1
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P(X =0)
P(X =1)
P(X =2)
P(X =3)

Conclusion : est vecteur propre de ‘M , associé a la valeur propre 1

¢) Avec la notation de I’énoncé, la loi de X, est donnée par
L, =(P(X,=0) P(X,=1) P(X,=2) P(X,=3)) etil faut se souvenir que, pour
toutnde N,ona: L =L, M".
Comme X est la variable certaine égale a 3 (il y a trois boules blanches dans
I"'urne U avant le premier tirage), ona: L, =(0 0 0 1).

De plus, d’aprées le résultat de la question 1), on a :
lim L, = lim (L, M") =L, lim M"

1 9 91
. 11 9 91 )
Comme lim M" =— , on obtient :
n—>-+ 201 9 9 1
1 9 91
1 9 91 1 9 91
1 9 91 1 9 91
lim L, :LL0 :L(O 001) :L(l 991)
o 20 |1 9 9 1| 20 1 9 9 1| 20
1 9 91 1 9 91
On a donc bien, en prenant élément par élément :
. 1
lim P(X, =0)=—=P(X =0
n—>+0 ( n ) 20 ( )
. 9
lim P(X, =1)=—=P(X =1
n—>+ow ( n ) 20 ( )
. 9
lim P(X, =2)=—=P(X =2
n—>+w ( n ) 20 ( )
. 1
lim P(X, =3)=—=P(X =3
n—>+w ( n ) 20 ( )
Conclusion :
| La suite (X)) converge en loi vers X |
P(X =0)
P(X =1) . .
12) En notant n= , la question 11) a permis de montrer que 7w est
P(X =2)
P(X =3)

vecteur propre de ‘M , associé a la valeur propre 1, ce qui s’écrit ‘M r=n. En
transposant, on trouve alors ‘nM =‘w, ce qui montre que ‘m est un état stable de
la chaine de Markov étudiée. Par conséquent, comme le réel f est la fréquence de
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passage du mobile sur I’état 0, c’est donc, pour n assez grand, une valeur

approchée de la probabilit¢ P(X =0), c’est-a-dire que f'est proche de 2LO .
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Concours d’admission sur classes préparatoires
Option scientifique

RAPPORT DU JURY
EPREUVE DE MATHEMATIQUES
2016

Présentation de I'épreuve :

» L'épreuve comportait, comme d'habitude, trois @xes et un probleme, ce qui permettait de juger
les candidats sur une partie conséquente du progeades classes préparatoires.

* Le sujet balayait largement le programme en danrmamme d’habitude, une place importante aux

probabilités (troisieme exercice et probleme).

La diversité des themes abordés a permis a tousaledidats de s’exprimer et de montrer leurs

compétences, ne serait-ce que sur une partie dugonme.

» Dans I'ensemble, les correcteurs ont trouvé letdien adapté au public concerné, ne comportant
pas trop de parties particulierement difficilesjsrguelques questions ou seuls les bons candidats o

pu tirer leur épingle du jeu en montrant leur c#ga@ mener un calcul compliqué a son terme ainsi
gue leur faculté a raisonner sur des situationsaites.

Description du sujet :
L'exercice 1 proposait I'étude de la suitéu,) définie paru, =1 et OnON, u,,, = f(u,), ou f

désignait la fonction définie sk, par: f (x)= €
X

. La deuxieme question demandait d’interpréter

des commandeSci | ab dont I'affichage laissait penser que la suitetétiiergente

» Cet exercice, jugé facile par les correcteurse@mjs a tous les candidats, ou presque, de gagner
guelques points.

» Notons tout de méme que quelques candidats orpirdbtemes pour le calcul de la dérivéef el

pour citer correctement les conditions d’applicatibu théoréme de la bijection (ce dernier étant
énoncé « comme en terminale »).
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L'exercice 2, portant sur la partie algebre linéaire du prognemproposait d’établir que si un

endomorphisméde R" annulait un polynéme vérifiarf(0) = 0 et P'(0) # 0, alors on avait :
R"=Ker(f)OIm(f)

On commengait par étudier deux exemples puis lgé&aéral pour finir.

» Cet exercice, assez théorique, a permis aux catsdlds mieux formés de parfaitement faire la

différence. Toutefois, les correcteurs ont pu mesarquel point les connaissances de trés nombreux

candidats sont fragiles, concernant les objetsdiésours d’algebre linéaire (cours pas maitrisé po

certains).

« Beaucoup de candidats ont édrft—Id)* OKer(f), ce qui n"a aucun sens.

L'exercice 3 portant sur les parties "estimation” et "fonctiolesdeux variables" du programme, avait
pour objectif d’estimer conjointement I'espérantdaevariance d’une variable aléatoire suivant une
loi normale.

* Cet exercice a été abordé avec des fortunes dijersrtains candidats n'ayant visiblement que tres
peu de connaissances sur cette partie portantsxeinent sur le programme de seconde année. C’est
I'exercice le moins bien réussi de cette épreuve.

» De trés nombreux candidats sont rapidement suldwepgr les calculs de dérivées partielles,
certains, assez nombreux, ignorant tout des prégriges fonctions exponentielle et logarithme.

 Le jury rappelle que les notations de Monge eti¢me dert —s? ne sont plus au programme de
mathématiques des classes préparatoires ECS.

Le probleme, portant sur le programme d’algebre et de proliébjproposait I'étude d’'une chaine de
Markov a 4 états.

La derniére question proposait une simulation imftique de la situation.

» La plupart des candidats n’ont que peu abordédbl@me, peut-étre par manque de temps ou a
cause d’'une mauvaise gestion de leur temps. Celé diest globalement pas tres bien réussi par le
candidats qui I'abordent.

« La justification de probabilités conditionnelldérentaires (liées & un échange aléatoire de boules
entre deux urnes) a paru insurmontable a de nomimandidats.

Statistiques :

» Pour I'ensemble des 3758 candidats ayant compegéoyenne obtenue a cette épreuve est égale
a 11,073 sur 20 (sensiblement la méme que l'ane¢eiede) et I'écart type vaut 5,821 (trés
Iégerement inférieur a celui de I'année derniére).

» 35,4% des candidats, contre 33,8% l'année dernignt une note strictement inférieure a 8
(parmi eux, 12,8% ont une note inférieure a 4).

» 22,1% des candidats ont une note comprise 8nditel2 (pourcentage sensiblement égal a celui
de 2015 qui était de 21%).

» 25% des candidats ont une note supérieure da agkb (pourcentage inférieur de presque deux
points a celui de 2015 qui était lui-méme inféridardeux points & celui de 2014).

Conclusion :

Comme I'an dernier, le niveau est trés hétérogénéngression générale ressentie a la lecture des
copies ameéne a penser que les questions les gitiesuqui demandent une compréhension fine de
la théorie, quel que soit le domaine concerné, gdrat a presque tous les candidats. Les meilleurs
ont acquis des techniques et des réflexes maismerennent pas forcément en profondeur ce qu'ils
font. Le fossé entre les aspirations du programiia e€alisation sur le «terrain » semble s'étre

élargi, une fois encore, cette année, mais heumgrgepas pour les bons et trés bons candidats.
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Les copies sont, dans I'ensemble, bien présentébgere rédigées mais il reste, en assez grand
nombre, des candidats qui rendent pratiquementamillon, proposent des copies sales et raturées,
et truffent leur copie d’abréviations non officesl: les correcteurs n’apprécient pas du toutaitn’
alors aucune compassion pour ces candidats quélkidamment s’exposent & des sanctions.

Un nombre non négligeable de candidats restenttesief@s réponses floues : il faut savoir que ce
type de réponse est sanctionné et que I'absenogud@nt ou le manque de précision rend la réponse
irrecevable.

La mauvaise maitrise des techniques de base eatirds élémentaires reste une constante et semble
méme s’aggraver pour un nombre non négligeableaddidats. Il serait bien que les futurs candidats
investissent un peu de leur temps sur ces deuxspoin

Il semble que l'investissement en informatiqueéddt un peu plus intense que les années précédentes,
ce qui est trés bon signe (le langage Scilab semplaire aux candidats) puisqu’il y avait, comme
d’habitude, pas mal de points & glaner sur cestignss et ceci sans y passer énormément de temps.

Rappelons, comme d’habitude, que I'honnéteté nplgtité, la précision et la rigueur sont des vertu
attendues par tous les correcteurs sans excepti@u’une bonne réponse est toujours une réponse
construite rigoureusement.
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